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1. Introdugao e objectivos

Transmissao de informacao implica troca de energia entre dois pontos. Trata-se, na maior parte
dos casos, de um processo que se encontra frequentemente na vida do dia a dia, sendo o mecanismo
microscépico de natureza fisico-quimica. Uma descrigao matemética do processo de transmissao
da informagdo permite o seu estudo, independentemente do processo de suporte fisico-quimico,
concentrando-se naquilo que hoje se chama Teoria da Informagdo. Os pioneiros da Teoria da In-
formacao foram sem divida Shanon e Kolmogorov nos anos 40 e 50. J4 desde essa altura foi intro-
duzida a nocao de sinal como suporte da informagao e a de ruido como perturbagao da informacao.
Nos anos 50, com o aparecimento do transistor, e mais tarde nos anos 60 com o aparecimento dos
circuitos integrados e dos calculadores electronicos, a teoria do sinal transformou-se no processa-
mento do sinal e mais tarde no processamento digiral do sinal, que nao é mais do que um conjunto
de métodos e técnicas para emitir, transmitir e receber o maximo da informacao eliminando, o mais

possivel o ruido.

E nesta 6ptica que se colocam os conceitos de que falaremos nesta disciplina que incluem: filtragem,
prediccao, estimacao de sinais em ruido, andlise espectral, etc... Os métodos Sptimos serao delin-
eados e as suas implementacoes praticas serao deduzidas. O melhor uso do conhecimento a priori

do sinal a filtrar ou a analizar serd determinado.

O material apresentado segue normalmente o programa de formagao matematica de base de um
engenheiro incluindo probabilidades e estatistica e dlgebra elementar e necessita de um bom con-
hecimento introdutorio & teoria do sinal e sistemas, tanto no caso continuo como no caso discreto.
Gostaria de comecar através de um exemplo tipico das nogoes ou tipos de problemas aos quais
tentaremos de responder durante este estudo.

Exemplo

Considere o sinal x4,t = 0,..., N — 1 que representa uma série temporal escalar que contém uma

fungao coseno do tempo discreto t a uma frequéncia angular w,

Ty = S + Ny (1.1a)
1 jwt —jwt
s¢ = coswt = 5(6] +e ¢ (1.1b)

a sequéncia s; encontra-se representada na figura 1.1.

Podemos muito naturalmente acrescentar zeros no sinal x; sem por isso alterar a informacao nele

contida, obtendo assim

%:{&+n“i:QLHWN—1 (12)

=N,...,M—1.
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Figura 1.1: fungao cosinusoidal discreta

A transformada de Fourier discreta (TFD) de x; permite obter,

N-—1
Xpp = Y we P2mmM = 0,1, M~ 1 (1.3)
t=0

substituindo (1.1b) em (1.3) pode-se obter a componente do sinal no dominio da frequéncia, que

Se escreve
1 N-1 1 N-1
Sm — 5 Z ejt(waWm/M) + 5 Z efjt(w+27rm/M) (14)
t=0 t=0

usando a expressao de uma soma finita de termos em progressao geométrica podemos transformar

os dois somatorios em quocientes de senos e rescrever o sinal .S, como

1 v pySinN(w—0¢) 1 iy sin N(w + ¢)
— 2 Al(N=1)/2)(w=¢) 2V T D) T —G[(N=1)/2)(wt¢) > VKT D) 1
5(@) 2°¢ sin(w — @) e sin(w + @) (15)

com ¢ = 2m(m/M) e que podemos representar como exemplificado na figura 1.2.

O numero de pontos no pico principal da fungao ¢ igual ao maior niimero inteiro inferior ou igual
a M/N. Podemos entao escolher M suficientemente elevado de modo a poder encontrar m tal que
2mm/M seja arbitrdriamente o mais préximo de w. Ao mesmo tempo S, para esse valor de w
é arbitrariamente préximo de N/2. Este facto dd-nos a impressao de que, apenas juntando um
numero elevado de zeros na sequéncia temporal nos permite estimar com grande precisao o valor de
w através de uma simples obserrvacao da sua TFD. Porém, observando mais atentamente, podemos
ver que um aumento de M faz com que encontremos uma elevado nimero de valores de .S, cujo
valor é préximo de N/2, o que indica que pequenas perturbagoes de ruido farao “saltar” o maximo
para os valores vizinhos do verdadeiro valor de w, mantendo assim uma incerteza na estimativa.

Pode-se argumentar mesmo, que o facto de aumentar a resolugao ntumerica da funcao S,, através
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de uma extensao da observacao temporal por zeros nao reduz a ambiguidade no pico principal da
25 T T T T T T T T T

funcao.
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Figura 1.2: TFD da funcao cosinusoidal discreta

Esta ambiguidade s6 poderd ser reduzida através do aumento efectivo do intervalo de N amostras
original ou através de métodos mais sofisticados. A ambiguidade inerente ao comprimento do sinal
27 /N é chamado limite de resolugdo de Rayleigh e é fundamental em teoria do sinal.



2. Variaveis aleatorias bidimensionais

2.1 Definigao
Considere-se um par eyvariéveis aleatérias (VA’s) X e Y que podem ser tomadas como as coor-

denadas de um vectof aleatério V no espaco R?. Este vector e as respectivas coordenadas estdo

representadas na fig. p.1.

A ()]

V<

X@)

Figura 2.1: VA bidimensional.

Nesta figura também estd representado um dominio D. Podemos considerar um acontecimento,
A(D), o facto do ponto M, extremidade de V, pertencer a D. A este acontecimento é possivel
associar uma probabilidade P(D), que é a medida de probabilidade associada com o acontecimento
A(D)

P(D) = Prob{w|M (w) € D} (2.1)

da mesma forma podemos definir o conjunto de pontos
Az,y) = {w|X(w) Sz eY(w) <y} (2.2)

A probabilidade associada com o acontecimento de o ponto M pertencer ao conjunto de pontos
definido em (2.2) constitui a base das VA bidimensionais a partir do qual a extensdo ao caso a n

dimensodes se obtém sem dificuldade.

2.2 Funcao de distribuicao

Ja vimos anteriormente que as probabilidades associadas aos acontecimentos
(X<a} e {v<y (2.3)

nos dao as fungoes de distribuigao F'(x) e F(y) das VAs X e Y respectivamente. Estas sdo chamadas

as fungoes de distribuicao marginais por oposi¢ao a distribuicao bidimensional que vamos considerar
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j& a seguir. A funcao de distribui¢do bidimensional (ou conjunta) das VA’s X e Y define-se como
a probabilidade do conjunto A(D) definido em (2.2) e que nao é mais do que a probabilidade do

acontecimento intersecgao dos dois acontecimentos elementares em (2.3) que se escreve
{X<zeY <y}={X<z}n{Y <y} (2.4)

Assim
F(z,y) = Prob{X <zeY <y} (2.5)

é a fungao de distribuicdo conjunta das VA’s X|Y. (2.5) goza das mesmas propriedades que
a fungdo de distribuicao unidimensional. Em particular, trata-se de uma fungao mondtona nao
decrescente de = e de y e, se x e y tenderem para infinito, F(x,y) tende para um. De um modo
geral F(x,y) é a probabilidade associada com o dominio D definido na fig 2.1 e podemos assim
calcular a probabilidade associada com qualquer dominio arbitrario A do plano através de

P(A) = / /A d2F(z,y) (2.6)

Se A for todo o plano F(400,+00) = 1. Podemos definir a fungao de distribuigao marginal a partir

da funcao de distribuicao conjunta, assim

F(z) = F(z,+0) F(y) = F(400,y) (2.7)

2.3 Densidade de probabilidade

A VA bidimensional (X,Y") é continua se F(z,y) admite uma derivada ou se pudermos escrever

O*F(x,y)

2.
0xdy (28)

p(z,y) =
que ¢é a fungao densidade de probabilidade de (X,Y’). Nesse caso (2.6) escreve-se
P@) = [ [ pladady (29)

e do mesmo modo podemos escrever as funcgoes de distribuicdo marginais, sabendo que,

+oo
F(+o00) = / p(u)du

como
x “+oo Yy “+oo
F(z) = / / p(u,v)dudv  F(y) = / / p(u, v)dudv (2.10)
—00 J —00 —00 J —00
Derivando ambas as expressoes em relacao a x obtemos as densidades de probabilidade marginais

p(z) = / pay)dy  ply) = / pla, y)dz (2.11)

8



As relagbes obtidas para VA’s continuas poderiam ter sido demonstradas, com as evidentes modi-
ficagOes, para VA’s discretas.

2.4 Esperanga matematica

O caso bidimensional pode ser visto, para efeitos do calculo da esperanga matematica, como uma

fungao de duas VA’s. Assim se no caso unidimensional escreviamos

mmxn:/pmmqu (2.12)

poderemos escrever no caso de uma fungéo h de duas VA’s XY,

MMKYH=//ﬁmwM%wm@ (2.13)

e em particular para calcularmos a esperanga matematica de uma funcdo de uma sé6 VA entdo

podemos dizer que
EINX0) = [ hla)p(a,y)ds (2.14)

Se por exemplo tivermos h(z,y) = = + y entao
E[X +Y]|=E[X]+ E[Y] (2.15)

0 que significa que a esperanca matematica da soma de duas VAs é igual 4 soma das esperancas
matematicas de cada uma das VAs independentemente do facto de elas serem ou nao independentes.

No entanto se h(z,y) = xy entdo usando (2.13) temos que em geral
E[XY] # E[X|E[Y] (2.16)
salvo no caso em que as duas integrais sao separdveis, ou seja, se

p(z,y) = p(z)p(y) (2.17)

que s6 se verifica se F'(z,y) = F(x)F(y) e que por sua vez depende do facto dos dois acontecimentos
em (2.3) serem independentes. No caso de VAs independentes (2.16) nao serd verdadeira pois
teremos

E[XY] = E[X]E[Y] (2.18)
O inverso nao é verdade pois poderemos ter VA’s dependentes para as quais (2.18) é verdadeira.
Assim introduziu-se o termo de nao correlacado para o caso de VA’s que admitem (2.18). Conse-

quentemente duas VA’s independentes sdo nao correladas mas duas VA’s ndo correladas podem ser

dependentes.

2.5 Distribuigoes condicionais

Recordemos que a probabilidade do acontecimento {A se B} é dada pela relacao fundamental

P(A/B) = % (2.19)



para P(B) # 0. Em particular, se A for relacionado com X, por exemplo, A = {X < z} entao a
fungao de distribuicao condicional escreve-se

F(z/B) = Prob{X < z|B} (2.20)

que ¢é a distribuigao de X condicionada ao acontecimento B. Se F'(z/B) for diferencidvel em todo

o dominio, entao podemos definir a densidade de probabilidade condicional

dF(x/B)
B)y=—"~ 2.21
pla/B) = L (221)
Da mesma maneira podemos também definir a esperanca condicional
E[h(X)/B] = /h(m)p(:z:/B)dx (2.22)

a partir da qual, substituindo h(x) por ¥, podemos obter os momentos condicionais de ordem
k. Finalmente, podemos igualmente introduzir a fungédo caracteristica condicional substituindo em

(2.22) h(x) = exp(jux) que goza de todas as propriedades ja citadas para o caso nao condicional.
No caso de duas VAs (X,Y), podemos introduzir a distribuigdo condicional conjunta
Fla,y|B) = Prob{(X <) - (V < y)|B) (2.23)

Como anteriormente, poderemos definir a funcao de distribui¢ao condicional marginal, por exemplo
para X,
F(z|B) = F(z,+|B) (2.24)

e igualmente se a fungao de distribuicao conjunta for continuamente derivavel

0?F (z,y|B)
B)=—"">"~+ 2.25
e 6bviamente por derivacao relativamente a x
p(alB) = [ pla.slB)dy (226)

Frequentemente interessamo-nos mais pela distribuicdo condicional de uma VA X em relagdo a

uma outra VA Y, por exemplo quando os dois acontecimentos sdo X <z e Y < y, nesse caso

F(z,y)

Fz|Y <y) = Prob{(X <z)|(Y <y)} = F(+00,9)

(2.27)
Porém, em muitos casos, estamos mais interessados no acontecimento condicional ¥ = y do que
prépriamente Y < y e entdo, admitindo que F(z,y) é diferencidvel em todo o dominio, podemos
escrever a definicao da densidade de probabilidade condicional de X < x para ¥ =y

_ p(z,y)
p(zly) = () (2.28)

10



Note-se que esta relagdo é uma definicao e que é uma relagao entre densidades de probabilidade e

nao uma relacdo entre probabilidades. De (2.28) podemos escrever

p(x,y) = p(zly)p(y) (2.29)

Frequentemente as distribuigoes condicionais sao chamadas distribuicoes a posteriori contrastando

com as distribuigoes marginais que sao chamadas distribuicoes a priori.

2.6 Esperancas condicionais

A importancia das distribuicées condicionais surge completamente quando se calculam médias
condicionais, em geral, e no tratamento de problemas de estimacdo em particular. Assim a es-

peranca matemaética condicional

Ex[bC)ly] = [ h(@ip(ely)ds (2:30

de notar que (2.30) é ainda uma fungao de y e que portanto poderemos definir a sua esperanga

matematica em relacao a y que se escreve

By [Ex [h(X)ly]) = / Ex [h(X)|y]p(y)dy (2.31)

Podemos agora observar que substituindo (2.30) em (2.31) e usando (2.28) se obtém

Ey [Ex[h(X)|y]] // p(z,y)dxdy (2.32)

expressao na qual podemos usar (2.11) para a densidade de probabilidade marginal p(x) obtendo

finalmente

Ey [Ex[h(X)|y]] = /h(w)p(yﬁ)df = E[h(X)] (2.33)

que nao é mais do que a esperanca matematica marginal. Em conclusao, calculando a esperanca
matematica em relagdo 4 varidvel de condicionamento obtem-se a esperanca matemdtica marginal.
Mais uma vez substituindo h(x) por x* podemos calcular os momentos condicionais de ordem k.
O momento condicional de primeira ordem tem um papel primordial pois é o que normalmente se

chama regressao r(y) definida por
r(y) = Ex[Xly] = E[X|y] (2.34)

notemos desde ja que uma VA XY pode ter média nula sem no entanto ter uma regressao nula.

2.7 Variaveis aleatorias discretas

Como ja tivemos ocasiao de referir, todos os resultados obtidos nos capitulos anteriores podem ser

redemonstrados no caso de VA discretas. No caso discreto a fungao de distribuicao é uma fungao em

11



escada que no caso bidimensional é evidentemente uma funcao de duas varidveis F(x;,y;) tomando

valores nos pontos (z;,y;) do plano com as probabilidades
p(i,7) =pij = Prob{(X =z;) e (Y =y;)} (2.35)

A probabilidade total associada com um determinado dominio A do plano (como exemplificado na

fig 2.1) escreve-se

P(A) = pli, §) (2.36)
A
A probabilidade marginal p(i) pode ser obtida ficilmente através do somatoério na outra varidvel,

p(i) = Zp(@j) (2.37)

Em particular, e em seguimento de (2.18), podemos dizer que para VAs independentes

p(i,5) = p(i)p(j) (2.38)
A distribuigao condicional entre duas VA’s X, Y discretas escreve-se

pijy = Prob{(X = z,)|(Y =)} = % (2.39)

2.8 Momentos de segunda ordem: covariancia e correlagao

Consideremos duas VAs X e Y. Define-se 0 momento conjunto de ordem j + k por

—+00 “+o00
mj, = E[XIY"] =/ / 2l yFp(x, y)dady (2.40)

de onde se pode deduzir imediatamente que

mop = 1 (2.41a)
mig = E[X] =m, (2.41b)
mo1 = ElY] =m, (2.41c)
Mpo = E[X"] (2.41d)
mon, = E[Y"] (2.41e)
Os momentos centrais conjuntos escrevem-se entao
400 ptoo
ik = E[(X —mg)? (Y —m,)¥] = /_Oo /_Oo (2 — my)? (y — my)*p(z, y)dxdy (2.42)

12



de onde

fi00 = 1 (2.43a)
f110 = 0 (2.43b)
fio1 = 0 (2.43¢)
piao = E[(X —m,)*) = V[X] =0 (2.43d)
poz = E[(Y —m,y)?] =V[Y] =0 (2.43e)

O momento central conjunto de ordem um, que toma geralmente o nome de covaridncia, desempenha
um papel importante
p11 = E[(X —mg)(Y —my)] = COV[X,Y] (2.44)

A partir de (2.44) podemos escrever

COVIX, Y] =mq1 —mgmy, (2.45)

Suponha-se agora que a VA bidimensional, ou o conjunto das duas VA’s X, Y, satisfaz COV[X,Y] =
0. Entao a partir de (2.44), mi; = mym,. Ja vimos anteriormente que neste caso se pode dizer
que X e Y sao duas VAs independentes. Podemos introduzir agora o coeficiente de correlagao

Ox0y v/ H20 402

0 que significa que para VAs nao correladas temos p = 0. Mais, —1 < p < 1, o que nos indica que

p ¢ uma medida de correlacao entre as VAs X e Y.

Uma aplicacdo do coeficiente de correlagdo encontra-se na regressao linear. A regressao linear
aplica-se quando se pretende determinar o valor de uma VA que depende de outra VA. Uma forma
grafica de mostrar a possivel ligacdo entre as duas VA’s faz-se através de um plano X,Y onde
se marcam os pontos de coordenadas x,y como exemplificado na fig 2.2. Normalmente se X e Y
fossem duas VAs independentes os pontos estariam distribuidos no plano de modo uniforme. Se pelo
contrario existir uma certa dependéncia entre as duas VA’s entdo os pontos estardo distribuidos
no plano segundo uma determinada curva caracteristica da dependéncia. A curva mais simples
serd uma linha recta. Se suspeitarmos que se trata efectivamente de uma dependéncia linear, a
parte os erros, entao procuraremos ajustar o melhor possivel uma linha recta entre os pontos do
plano. O problema consiste em determinar a e b que a partir de qualquer X permitem determinar

Y. = aX + b com o minimo erro em relacao aos Y do plano.

13



V<

Figura 2.2: regressao linear
Se definirmos o erro através do erro quadratico médio
MSE = E[(Y = Y.)?] = E[(Y — aX — b)?] (2.47)

Poderemos entao calcular a e b derivando (2.47) em relacdo a a e a b. Igualando as derivadas a

zero e resolvendo o sistema de equagoes obtido (que deixamos como exercicio!) obtem-se

b=m, — ,uugnm (2.48a)
0-31'
a= pﬁ (2.48b)
O’I
e portanto a linha de regressao escreve-se

Ty
Y, = pZL(X —m,) +m, (2.49)

Oz

A partir de (2.49) podemos ver que se p = 0, i.e., se X e Y forem nao correladas, que Y, = m, e
que MSE = 05 e que se pelo contrério |p| = 1 entao MSE = 0 e todos ou quase todos os pontos

(em média) encontrar-se-ao em cima da linha de regressio cuja inclinacao serd o, /.

14



3. Vectores aleatorios

Como ja referimos acima, a extensao a vectores aleatérios de dimensao n faz-se directamente con-
siderando varidveis aleatorias multidimensionais por extensao do caso bidimensional. Consideremos
entdo n VA’s X;(w), Xo(w),..., Xn(w). Estas VA’s podem ser consideradas como sendo as com-
ponentes de um vector X(w) de R™, que é nesse caso um vector aleatério. O caso bidimensional

discutido anteriormente correspondia a um vector num plano.

Antes de passar a discussdo dos métodos a por em pratica utilizando vectores aleatorios podemos
citar como exemplos de utilizacdo o caso da observacao de dados multisensores em diversos pontos
do espago e o caso de um sinal temporal s(t) observado a n momentos discretos do tempo s(t;)
formando um vector s = [s(t1),...,$(t,)] que pode ser manipulado como um vector aleatério,

calculada a sua FFT, etc...

3.1 Funcao de distribuicao e densidade de probabilidade

Como no caso bidimensional admitiremos que um vector aleatdério se encontra completamente

caracterizado pela sua funcao de distribuicao que no caso a n dimensoes se escreve

F(x) = F(x1,22,...,2,) = Prob{(X1 <x1) - (X2 < x2)...(X,, <zp)} (3.1)

A fungao F'(x) do vector aleatério x goza exactamente das mesmas propriedades de qualquer fungao
de distribuicao, i.e., é uma funcdo monoténa nao decrescente de todas as varidveis x;, se todas as
varidveis z; tenderem para —oo ou 400 , F'(x) tende para 0 ou 1 respectivamente e se s6 k varidveis
x; tenderem para +o00, F'(x) torna-se uma fungao de um vector de dimensao n — k o que nao é mais
do que a definigao de fungao de distribui¢do marginal. Se F'(x) admite uma derivada no ponto z
podemos definir a fungéo densidade de probabilidade do vector x por

O"F

— 2

p(x)

o que implica que

F(x):/:../Zp(gl,...,gn)dgl...dgn (3.3)

Do mesmo modo a densidade de probabilidade marginal de ordem m escreve-se
am

mF(I’l,...,xm7+OO,...,+OO) (34)

p(l’1,--- 7mm) =

3.2 Esperanca matematica

Considere uma fungao vectorial h(x) do vector aleatério x. Podemos escrever a média de h(X)

como

EINX)) = [ hex)p(x)dx (3.5)



que 6bviamente é um vector da mesma maneira que a esperanga matematica m = E[X] do vector

aleatorio X,
m= E[X] = /xp(x)dx (3.6)

As propriedades de segunda ordem cruzadas podem ser deduzidas através da esperanca matematica

do produto externo do vector aleatério centrado. Assim
R, = COV[X] = E[(X —m)(X —m)7] (3.7)

onde m = E[X] e R, é uma matriz chamada matriz de covariancia do vector aleatério X. Alter-

nativamente podemos escrever R, como
R, = E[XX'] - mm7” (3.8)

Podemos notar que os termos da diagonal desta matriz nao s@o mais do que as variancias de X.
Muitas vezes o primeiro termo de (3.8) é chamada matriz de correlacdo o que significa que para

um vector de média nula, m = 0 as matrizes de correlacao e de covariancia sao idénticas.

Impode-se aqui uma pequena nota respeitante & terminologia de correlacao e covariancia que neste
caso nao é completamente satisfatéria. Com efeito, ja vimos num capitulo anterior que em termos de
variaveis aleatérias indepéndencia implicava nao correlagao, mas que o inverso nao é forcosamente
verdade. Porém adoptando a terminologia acima duas varidveis aleatérias de média nula e nao
correladas implicaria uma covariancia nula o que néo seria verdade. A conclusao é que chamar

E[XXT] matriz de correlacio é enganador e pode induzir em graves erros.

A equagao (3.8) permite calcular a matriz de covariancia do vector X com ele préprio e é portanto,
em termos de vectores, uma espécie de auto-covariancia. E frequentemente necessario determinar
as caracteristicas estatisticas entrelacadas entre dois vectores aleatérios X e Y. Podemos entao

definir a funcao de distribui¢do conjunta
F(x,y) = Prob{][(X: <=:) [[(V; <))} (3.9)

onde X e Y sao de dimensao m e n respectivamente. Neste caso a matriz de covariancia entre os
dois vectores define-se por

R,, = E[(X —m,)(Y —m,)’] (3.10)

que é chamada muitas vezes matriz de covariancia cruzada (cross-covariance matrix) e é de di-
mensoes m X n. Devido a importancia de que se reveste a analise de matrizes de covariancia em
processamento de sinais multidimensionais o proximo capitulo sera inteiramente dedicado ao estudo

das suas propriedades.

3.3 Matrizes de covariancia

A propriedade principal de qualquer matriz de covariancia é que é uma matriz definida nao negativa

(DNN). Inversamente qualquer matriz DNN pode ser considerada como a matriz de covariancia de
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um vector aleatorio X. Podemos além disso provar que a soma de duas matrizes de covariancia ¢é

ainda uma matriz de covariancia. O produto directo
Rm,n = Rl;m,nRQ;m,n (311)
de duas matrizes de covariancia é também uma matriz de covariancia e finalmente sendo A uma

matriz qualquer, ARA é também uma matriz de covariancia.

Uma matriz de covariancia é de ordem completa se todos os seus valores préprios A; forem positivos.
Por outro lado se p valores préprios sao nulos a ordem da matriz serd n — p.

A decomposigao espectral da matriz de covariancia permite uma andlise aprofundada da sua estru-

tura. Assim podemos escrever a matriz de covariancia R como

n
R =COV[X] =) Xee/ = EAE" (3.12)

i=1
onde E = [ey,...,e,] é uma matriz cujas colunas sdo os vectores préprios de R e os \; sdo os
valores préprios correspondentes colocados na diagonal de A = diag(Aq,...,A,). Isto significa que

o vector aleatorio X se pode escrever na base formada pelos vectores préprios
n
X=> X, ; X;=el'X (3.13)
i=1

que se obtém devido ao facto de os vectores proprios serem ortonormais entre eles. Nesta base,

formada pelos vectores préprios, as componentes X; sao descorreladas

A equagao (3.13) é muitas vezes chamada a expansao Karhunen-Loeve do vector aleatério X. Se
a ordem da matriz R, for inferior a n isto quer dizer que alguns dos valores préprios sao nulos,
o que a partir de (3.14) significa que a varidncia de algumas componentes de X é igual a zero.
Variancia igual a zero significa que essas componentes perderam o seu caracter aleatério e sdo em
principio iguais a média, que se esta for igual a zero, quer dizer que as componentes sao elas mesmas
quase de certeza iguais a zero. Como consequéncia o vector X encontra-se completamente definido
por uma expansao de ordem n — p se houverem p valores préprios nulos e portanto esta restrito a
um sub-espaco de C™ P de dimensao n — p. Mais, como a base formada pelos vectores proprios é
ortogonal, pode-se dizer que o sub-espago de X de dimensao n—p é ortogonal ao sub-espaco formado
pelos p vectores proprios associados com os valores préprios nulos. Em processamento do sinal
estas consideragoes sao extremamente importantes e quando esta situacao acontece é geralmente
recomendado de suprimir o sub-espago associado com os valores préprios nulos de forma a reobter

uma matriz de ordem completa. Voltaremos a insistir neste assunto mais 4 frente.

3.4 Transformagoes lineares de vectores aleatdrios

Consideremos dois vectores aleatérios X e Y de dimensoes m e n respectivamente e A uma matriz

deterministica de dimensoes m x n tal que

Y = AX (3.15)
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Para comecar ¢é facil deduzir que

Y = E[Y] = AE[X] = AX (3.16)
A matriz de covariancia escreve-se entao
R, = E[(Y -Y)(Y -Y)?] = AR, A" (3.17)

onde R, é a matriz de covariancia do vector aleatério X. O problema inverso é também interessante,
i.e., a partir de uma dada matriz de covariancia R, e uma matriz desejada R, determinar qual a
transformagdo que permite passar de uma para a outra. A solugdo deste problema encontra-se na

factorizacao de matrizes de covariancia.

Considere um vector aleatério X de média nula e cujas componentes sao muituamente descorreladas

e de variancia o2, i.e., E[X; X7 = 0268; j. A matriz de covaridncia de X escreve-se nesse caso
R, = E[XX"] = 5T (3.18)

onde I é a matriz identidade. Podemos além disso considerar, para simplificar, que o2 = 1.
Supunhamos que X é transformado em Y por (3.15). A matriz de covariancia de Y escreve-se
segundo (3.17)

R, = AA" (3.19)

podemos dizer entao que R, foi factorizada usando a matriz A. Esta matriz nao ¢ unica pois
para qualquer matriz B tal que BB = I, definindo C = AB, R, = CC# ¢ também uma
factorizacao de R,. Podemos calcular a matriz A de (3.19), algumas vezes chamada raiz de R,
se considerarmos que é uma matriz triangular inferior com elementos nao negativos na diagonal.

Esta suposicao conduz a escrever os elementos de Y como
i
Y=Y ai;X; (3.20)
j=1

pois os elementos a; ; = 0;j > i. O primeiro elemento para i = 1 calcula-se directamente através
de
Y1 = a11X1 = EHY1’2] = Ry;ll = \a11]2 (321)

visto que a;; > 0 que a3 = /Ry11. Os outros elementos da matriz A podem ser calculados
recursivamente. Vejamos para a linha k supondo que os a;; sao conhecidos para 1 < j < i e

1 <j < k-1 e que desejamos calcular ag,,. Como os X; sdo descorrelados temos que
Ryp = E[YrY)] = ar1a,; + @kt + ... + arpay, (3.22)

no caso em que p < k. Para p =1 temos que R,.;1 = ar1aj; e visto que conhecemos ai; podemos
— . _ * * . s

calcular ay;. Para p = 2 temos que Ry.o = ap1a3, + ar2a3, de onde podemos tirar ays visto que

conhecemos todos os outros elementos. Recursivamente podemos chegar ao elemento ag.,,. Este

procedimento recursivo de factorizacao de matrizes DNN é chamado factorizacao de Cholesky. Se
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além disso os elementos da diagonal de A forem nao nulos A admite um inverso, que é também

triangular inferior e que permite escrever,
X=A"'Y (3.23)

permitindo obter um vector aleatério descorrelado a partir de qualquer vector aleatério Y. Esta
transformagao linear (inversa) é chamada filtragem de branqueamento (whitening filtering) por

razoes que veremos mais adiante.

Finalmente a factorizagao (3.19) permite-nos determinar a transformacgao linear a aplicar a uma

matriz de covariancia R, para obter uma outra matriz pré definida R, assim se escrevermos

R, = A, AY (3.24a)

R, =A,Alf (3.24b)
e substituindo em (3.17) temos que

A, =AA, (3.25)
ou seja que

A=A,A" (3.26)

que s6 existe se R, for DNN.

3.5 Distribuicgoes condicionais

A densidade de probabilidade condicional no caso de vectores aleatorios escreve-se por extensao do

caso bidimensional (2.28) da seguinte forma

p(x,y)
p(y)

p(xly) = (3.27)

onde a densidade de probabilidade p(y) que aparece no denominador é a densidade de probabilidade
marginal em y que se obtém por integracao sobre x como em (2.11) mas agora sob todo os espago
R™ igual & dimensao de x. Da mesma maneira que precedentemente para dois vectores aleatérios
independentes

p(xly) = p(x) (3.28)
3.6 Esperanca matematica condicional
A densidade de probabilidade condicional p(x|y) definida em (3.27) permite-nos introduzir a nogao

de esperanca matematica condicional de um vector x sabendo que y é conhecido, E[X|Y]. Aplicam-

se exactamente as mesmas relagoes que no caso bidimensional a saber que
EMIY] = [ hexplxly)ix (3:29
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sabendo porém que E[h(X)|Y] é neste caso um vector aleatério fungao do vector Y. Como no
caso bidimensional, podemos calcular a esperanga condicional de (3.29) relativamente a Y que se
escreve

EEMXIY)] = E[nX)] (3.30)

que nao é mais do que a esperanca marginal relativamente a X.
Voltemos agora & regressao expressa em (2.34) para o caso bidimensional e por
r(Y) = EXJy] (3.31)

no caso multidimensional. A regressao r(Y) tem uma propriedade muito interessante que usaremos
mais tarde em estimagao. Com efeito, consideremos um VeXr aleatério Y e uma fungao ¢(Y)
desse vector aleatério. Vamos provar que g o vector aleatépld X — r(Y) e g(Y) sdo ndo correladas

e ortogonais.

r(Y)

H(Y) o

Figura 3.1: regressao e projecao ortogonal

Antes de mais notemos que E[X —r(Y)] = E[X] — E[r(Y)] = 0 devido a (3.30). A propriedade de
ortogonalidade e nao correlacdo (para vectores aleatérios de média nula) prova-se demonstrando

que
n

E[(X —r(Y)Tg(Y)] = E[Y_(X; — ri(Y)gi(Y)] =0 (3.32)

i=1

e portanto devemos provar que
E[(X;—r(Y))g:(Y) =0 Vi=1,...,n (3.33)
o que é relativamente facil sabendo que ¢;(Y) = ¢(Y;) e portanto que
B = ()i (0] = [ [les = raw)lg(ws)ples, i)y (3.31)

ou ainda que

BN = ()00 = [ [l = rio)lplaslun)g(wr o) didy, (3.35)
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no entanto a integracao desta expressao em relagdo a x; é precisamente igual a E[X;|y] e portanto
igual a r;(y) obtendo-se r;(y) —r;(y) e provando entao (3.33). O conceito importante que quisemos
demonstrar é que qualquer que seja a fungao g temos que X — r(Y) e g(Y) s@o ortogonais o
que indica geométricamente que r(Y) é a projecao ortogonal do vector aleatério X no sub-espago
gerado pelos vectores aleatérios ¢g(Y), segundo representado na fig. 3.1. Esta nogao é de grande

importancia em estimacao, em particular nos estimadores chamados da esperanca condicional.

3.7 Fungoes de vectores aleatérios

Voltemos ao problema das funcoes de VAs que no caso de vectores aleatdrios
Y = g(X) (3.36)

O célculo da funcao de distribuicao de Y em funcao da funcao de distribuicao de X é um problema
cldssico de mudanca de varidvel numa funcao multivariada. Notando Dy o dominio de definicao do

vector aleatério y podemos dizer que

n

Dy = {x| [ Jlg:(%) < ]} (3.37)

i=1

A partir do dominio de Y podemos deduzir a funcdo de distribuicdo de Y a partir da de X através

de
Fe(y) = [ px(xjax (3.39)

y

O calculo resultante pode ser extremamente complexo dependendo da funcao g e do dominio D, .
Como exemplo podemos lembrar que no caso vectorial o problema Y = X2 se escreve Y = XTX,
o que significa que sendo o vector X de dimensao m qualquer o vector aleatério Y é um escalar
de dimensio n = 1. E ébvio que neste caso serd dificil calcular x = g~y visto que x e y nao sao
de mesma dimensao. O caso particular em que g é invertivel requer m = n. O célculo da integral
multipla de (3.38) pode ser levado a cabo gragas & introducao do determinante do Jacobiano da
transformagao y = g(x). Se a transformacao em questao for uma correspondéncia de um para um

podemos exprimir z; em funcdo dos y; através do determinante da matriz

Oz Oz Oz

Sy Oy o oy
Ozy Oz Ozy
oy Bye e oy

M — ! 2 ’ (3.39)
By Dyr o oy

O determinante J = det(M) é uma funcdo de y e podemos escrever (3.38) como

P“”f@ pxlg  W)I()ldy (3.40)

g(x)
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3.8 Fungoes caracteristicas e momentos

No caso multidimensional a fungdo caracteristica de um vector aleatério X é definida de forma
idéntica que em (3.5) com h(X) = exp(ju’?'X). Assim

¢(u) = Elexp(ju’ X)] = / exp(ju’ X)p(x)dx (3.41)

n

No caso em que as componentes do vector X sao mutuamente independentes temos que
¢(u) =/ exp j(ury + ... + Up2y )p(x)dx (3.42)

e entao, visto que p(x) se pode escrever como um produto das densidades marginais, entao

¢(u) = H (u;) (3.43)

Existe uma série de propiedades da funcao caracteristica, semelhantes s obtidas para o caso escalar
e que serao ilustradas através de exemplos. Em particular a relacao entre a funcao caracteristica e

o momento de ordem k que se escreve no caso vectorial
_\L

B k!
k=0

¢(u) E[(u”X)"] (3.44)

Um ultimo caso em que a func@o caracteristica é bastante 1til é no calculo dos momentos através
de

0
ja—u¢(u =0)=m (3.45a)
.02 T
]—8112 p(u=0)=R —mm (3.45b)
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4. Vectores aleatdérios gaussianos

As variaveis aleatorias gaussianas foram introduzidas anteriormente. A sua densidade de probabil-
idade é caracterizada por dois parametros: a média e a variancia. Neste capitulo vamos estudar

conjuntos de varidveis aleatérias que tem a propriedade de serem conjuntamente gaussianas.

A importancia da distribuicao gaussiana repousa no facto que muitos fenémenos naturais podem ser
descritos, com uma boa aproximacao, por esta distribui¢do. Uma das razoes que explica este facto
¢é o teorema central limite. Essencialmente, quando muitas pequenas contribui¢ées contribuem para
um dado resultado, a fluctuagao aleatdria deste pode ser aproximada por uma VA gaussiana, ou no
caso multidimensional, por um vector aleatério gaussiano. No caso multidimensional as quantidades

que caracterizam um vector aleatério gaussiano sao o vector média e a matriz de covariancia.

4.1 Teorema central limite

Considere um conjunto de n VAs estatisticamente independentes
X1, Xo, .., Xy (4.1)
e a VA definida por
1 n
Y=—7> X, (4.2)
vn i=1

O teorema central limite postula que, sob um série de condigoes pouco severas, a densidade de prob-
abilidade da VA Y aproxima-se de uma distribuicao gaussiana quando n — oo independentemente
da distribuigdo das VA’s X, i.e.,

1 _ a2
exp (y —9)

p(y) — W "o (4.3)

2

onde a média e a variancia de Y, y e o

respectivamente se escrevem

y= % iml (4.4a)

1 n
ol=-=)Y o2 (4.4b)
i=1

2

onde T; e 0. sao a média e a variancia de X; respectivamente. Uma condigao suficiente para a

validade do teorema para grandes valores de n é que

fi 2zt Bl = 2 (4.5)

n—00 n 9 1+6/2
<Zi:1 Uam‘)

para § > 0. Podemos interpretar esta condicao da seguinte forma: suponhamos que § = 0 e nesse

caso a fragdo é 1. Se § > 0, o numerador aumentard mais lentamente do que o denominador se
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houver uma pequena tendéncia de x; para se desviar da média e comparativamente & variancia
e portanto a fragdo tenderd para zero quando n — oo. Frequentemente a condigao relativa &

independéncia dos X; pode ser aliviada mas nesse caso a convergéncia serd menos rapida.

4.2 Definicao

Considere-se o vector aleatério XT = [X1, X, ..., X,] composto por n varidveis aleatérias de média

mi, Mo, ..., My € uma matriz de covariancia R,.;; = COV[X;, X;].

As VA’s X1,..., X, sdo consideradas conjuntamente gaussianas se a sua densidade de probabilidade

conjunta se escrever

1 1 .
p(x) = ORECS exp _[§(X — m)TRx (x —m)] (4.6)

ou de forma equivalente se a sua funcdo caracteristica conjunta se escrever
T L
¢(u) = exp[ju’ m — Ju R, u] (4.7)

T

onde xT' =[xy, 29,...,2,], mT = [my,ma,...,my] eu Uy, U, ..., Uy|. E usual dizer que neste

caso X é um vector aleatorio gaussiano ou abreviadamente que X : N(m,R).

4.3 Propriedades

Se as VAs X1, X, ..., X,, forem nao correladas entdo temos que a sua variancia E[X;X;] = 0 com
i # j e portanto a matriz de covariancia R, = COV[XX'] é uma matriz diagonal. Nesse caso é

6bvio que podemos factorizar (4.6) sob a forma

p(x) = p(z1)p(z2) ... p(zn) (4.8)

o mesmo acontecendo para (4.7),

p(u) = P(u1)p(uz) . . . P(un) (4.9)

e portanto podemos deduzir o importante resultado que, contrariamente ao caso geral, para VA’s

gaussianas nao correlacao implica independéncia.

Como ja referimos atras a distribuicao gaussiana tem a particularidade de se encontrar comple-
tamente especificada a partir dos seus dois primeiros momentos, média e variancia o que no caso
vectorial significa o vector média e a matriz de covariancia. Este facto aliado com a frequéncia
com a qual os fenémenos fisicos podem ser modelizados por distribuicoes gaussianas demonstra a

importancia do estudo dos dois primeiros momentos em geral.

Note-se que em (4.6) entra o inverso da matriz de covariancia. O inverso de uma matriz de

covariancia so existe quando estd é definida positiva, i.e., se todos os seus valores proprios sao
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estrictamente positivos. Na prética podemos porém falar de X : N(m,R,) mesmo se alguns dos
valores proprios de R, s@o nulos. Fisicamente isso significa que algumas das componentes de X sao
combinagoes lineares das outras componentes. Se a ordem de R, for p < n o vector X é gaussiano

num espaco a p dimensoes.

O uso de (4.7) como definicao de distribuicdo gaussiana é mais pratica pois, entre outros, nao
necessita o calculo do inverso da matriz de covariancia. Além disso pode-se demonstrar que a
funcao caracteristica é equivalente & transformada de Fourier o que, dado a forma de (4.7) significa
que para vectores aleatdrios de média nula a Transformada de Fourier de uma VA gaussiana é ainda

uma VA gaussiana. O mesmo podemos dizer para o caso vectorial.

4.4 Transformacgoes lineares

Uma das mais interessantes propriedades da distribuicao gaussiana é que o resultado de uma trans-
formacgao linear de um conjunto de VA’s conjuntamente gaussianas é ainda um conjunto de VA’s
conjuntamente gaussianas. Obviamente isto traduz-se no caso vectorial que uma transformacao

linear de um vector aleatério gaussiano é ainda um vector aleatério gaussiano.

Assim considerando o vector X : N(m,,R,) e o vector Y = AX temos que
¢y (w) = Elexp (jw"Y)] = Elexp (jv" X)] (4.10)
onde wI'A =v7T ie., v=ATw. Usando (4.7) como funcio caracteristica de X podemos escrever
1
by (W) = exp[jw! Am, — §WTARxATW] (4.11)
que nao é outra que a funcao caracteristica de um vector aleatério gaussiano Y de média e co-
variancia
m, = Am,

R, = AR, AT

Este resultado é fundamental devido 4 abundancia da distribuicao gaussiana na descricao de sinais
aleatdrios, por razoes que ja referimos, e da importancia dos sistemas lineares em processamento do
sinal. Devemos no entanto frisar que este resultado s6 é valido se as componentes do vector forem
conjuntamente gaussianas. Isto significa que duas VAs X e Y podem ser marginalmente gaussianas
sem ser conjuntamente gaussianas. Nesse caso uma VA bidimensional Z = X +Y por exemplo pode
nao ser gaussiana. Notemos ainda que se duas VA’s marginalmente gaussianas podem néo ter uma
distribui¢do conjunta gaussiana o inverso nao é verdade, i.e., uma densidade conjunta gaussiana

implica densidades marginais gaussianas.

4.5 Distribuigcoes condicionais e regressao

Considere dois vectores aleatérios X e Y de média nula e conjuntamente gaussianos. A densidade

de probabilidade conjunta do par X,Y escreve-se

p(x,y) = (2m)"2[det(R)] /% exp [ (1/2) (x Mux + 2x" My +y' Myy)] (4.12)
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onde R é simétrica

R.. R
R= (5" L™ > 4.13
<Ryx Ryy ( )

e onde as matrizes M podem ser calculadas a partir de R. A densidade de probabilidade condicional
de X conhecendo y é dada por (3.27) onde p(y) é a densidade de probabilidade marginal em relagao
a'Y que é também uma densidade gaussiana visto que a densidade conjunta do par X,Y é gaussiana.
Assim Y : N(0,R,,). Como o quociente de duas exponenciais dd ainda uma exponencial onde
os expoentes se subtraem, usando (3.27), deduz-se que a densidade de probabilidade condicional
p(X]y) tem uma forma gaussianna onde o expoente da exponencial é a diferenca entre duas formas
quadraticas que é ainda uma forma quadratica. Portanto considerando o vector aleatério x|y como

N(m(y),Ryjy(y)) que é ébviamente uma funcao de y.

A média condicional é a regressao r(y) = E[x|y] que é uma fungao do vector y. Substituindo a
média m por r(y) em (4.6) deverd obter-se uma forma quadratica em x,y semelhante a (4.12).

Poderemos na generalidade escrever que r(y) é uma fungao linear de y, i.e., que
r(y) =Ay +c (4.14)
Calculando a esperanga matematica em relagdo a y de ambos os lados de (4.14) obtemos que
Ey[r(y)] = AE[y] +c (4.15)

sabendo que Ey[r(y)] = E[x] segundo (3.30) e como no nosso caso E[x| = E[y| = 0 obtemos que
¢ = 0. Podemos agora determinar a matriz A usando a propriedade de descorrelacao entre x —r(y)

e qualquer funcao g(y) e em particular com g(y) =y que se representa dizendo que
E{x-r(y)ly"}=0 (4.16)
substituindo r(y) = Ay obtemos facilmente que
A=R,R,/ (4.17)
Em conclusao chegamos ao resultado que a esperanca matematica condicional entre dois vectores
aleatérios gaussianos é linear e escreve-se
r(y) = E[x|y] = Ry R,y (4.18)
A matriz de covariancia condicional é a outra caracteristica (com a média) da distribuigao condi-
cional de vectores aleatdrios gaussianos. Esta matriz pode ser definida por
Vixly] = El(x — Ay)(x — Ay)"y] (4.19)

como acabamos de demonstrar em (4.16) que x — Ay e y sao descorrelacionados entao temos que
V[x|y] é independente de y e portanto

Vxly] = E[(x — Ay)(x — Ay)"] = Rus — Roy Ry Rys (4.20)
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Em resumo pode-se dizer que quando dois vectores x e y sao conjuntamente gaussianos de média
nula a sua densidade de probabilidade condicional é ainda gaussiana e toma a forma

NR.yR,, , Res — RyyR, Rys).

vy

4.6 Vectores aleatdrios gaussianos complexos

Por definicdo podemos dizer que um vector aleatdrio complexo z é gaussiano se as suas partes
real e imagindria, respectivamente x e y sdo conjuntamente gaussianas. Se ambas as partes real
e imaginaria forem de média nula entdo poderemos dizer que o par de vectores X,y se encontra
completamente definido através da matriz de covariancia (4.13). Se os vectores x e y forem ambos
de dimensao n entao R serd de dimensao 2n e pode ser separada em quatro matrizes reais de

dimensdo n x n. Se definirmos z = x + jy entdo R, = E[zz] ¢ igual a
R.=A+B=R,+R,+j(—R;y +Ry;) (4.21)

podemos desde logo notar que o conhecimento das matrizes A e B nao é suficiente para podermos
determinar sem ambiguidade as matrizes R, Ry, Ryy € Ry, i.e., um vector aleatério complexo nao
se encontra completamente determinado pela sua matriz de covariancia pois temos de introduzir

um segundo momento de segunda ordem que é
C=FE[zz"] =P+ jQ (4.22)

de onde se deduz facilmente que P = R, — R, e Q = R,y + R,,. Inversamente a partir de C e

R, podemos retirar

1
R, = §(A +P) (4.23a)

1
R, = §(A -P) (4.23b)

1
R,, = §(Q - B) (4.23¢)
e 6bviamente R, = Rgx. Em muitos casos teremos que C = 0 o que simplifica muito as expressoes

acima 1
R,=R, = §A (4.24a)
1

R,, =Ry, = —§B (4.24b)

Vejamos o mesmo problema sob outro aspecto que é o de determinar qual a condi¢ao para que a
densidade de probabilidade e a fungao caracteristica que se escrevem em geral como fungoes p(x,y)
e ¢(u,v) respectivamente

p(x,y) = (2m)"2[det(R)] " exp [ (1/2) (x Mux + 2x" My +y' Myy)] (4.25)
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1
d(u,v) = exp[—iuTqu +vIR, v +2u"R,,V] (4.26)

possam tomar uma forma quadrética do tipo de (4.6) e (4.7) respectivamente, usando os vectores
complexos z = x + jy e w = u+ jv. Comparando o expoente de (4.26) com a forma quadratica
desejada

Q(w) = awR.w = a[u” Au +v'Av — 2u”Bv] (4.27)

deduzimos directamente que se e s6 se (4.24) se verificar é que poderemos igualar o expoente de
(4.26) com (4.27) fazendo o = 1/2. Por outras palavras se C = E[zz’] = 0 entdo poderemos

escrever a fungao caracteristica de z como
d(w) = exp{—(1/4)wR,w} (4.28)
Poderemos agora demonstrar que a reducao & forma quadratica em fungao do vector complexo z da

densidade de probabilidade se faz mediante a mesma condicao em C = 0. Porém a demonstragao ¢é

um pouco mais dificil pois necessita o calculo de R; 1. A hipétese de C = 0 leva a escrever usando

(4.24)
1/A -B
nl(d B -
sabendo que RR™! = I podemos escrever
_ VvV M
R 1:2<MT V> (4.30)
com

V=(A+BA'B)!
M=A"'BV

com estes valores das sub-matrizes de R obtemos o expoente da densidade de probabilidade p(x,y)
sob a forma
(x,y) = 2x*Vx + y' Vy + 2x"My) (4.31)

como no caso da funcao caracteristica (4.31) pode ser escrita em fungao do inverso da matriz R,

que pode ser

R;'=T+S (4.32)
por comparacao com (4.29) temos que T =V e S = —M e portanto podemos com estas defini¢oes
escrever (4.31) sob a forma quadréitica ¢(x,y) = 2z"R;'z onde z = x + jy. O 1ltimo passo

necessario para podermos escrever finalmente a densidade de probabilidade do vector complexo z
sera de se assegurar de que a forma obtida representa bem uma densidade de probabilidade, i.e.,

que [ p(z)dz = 1. Finalmente
p(x,y) = p(z) = 7~ "[detR.] " exp(—z" R '2) (4.33)
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que ¢é a densidade de probabilidade de um vector gaussiano complexo de média nula de covariancia
E[zz'] = R, e com E[zz”] = 0. Todos os vectores gaussianos complexos que verificam esta tltima

propriedade sao chamados circulares.

4.7 Formas quadraticas de VA’s normais multivariadas

Ja vimos que transformagoes lineares de vectores aleatérios normais sao ainda vectores aleatorios
normais. E transformacoes quadraticas de vectores aleatérios normais 7 A resposta a esta pergunta
reveste-se da maior importancia na analise de funcgoes energéticas de séries temporais de sinais

aleatérios distribuidos normalmente.

Considere x um vector aleatério de dimensao N e de média m e covariancia R, que usualmente se

nota N(m,R). Prova-se que a distribuicao da forma quadratica
Q=x-m’ R} (x—m) (4.34)

é chi-quadrado y%. Para o efeito basta provar (o que se deixa como exercicio) que a sua fungao

caracteristica se escreve 1

0 que é com efeito a fungao caracteristica de uma varidvel distribuida segundo a lei do chi-quadrado
com N graus de liberdade.

No caso mais geral da forma quadratica
Q=(x-m)TP(x—m) (4.36)

onde P é uma matriz simétrica pode-se calcular a funcao caracteristica de ) como

d(w) = /ej“’(xm)TP(xm)(Qﬂ')N/Q(detR)1/2 X exp {—%(x —m)'R(x - m)} dx  (4.37)

reagrupando os termos do expoente da exponencial podemos escrever
1
p(w) = /(277)]\]/2 (detR)™/2 exp {_§(X —m)"(I - 2jwPR)R™ (x — m)} dx (4.38)
de forma a obter um resultado unitario do integral temos que multiplicar e dividir pela raiz quadrada

do determinante do factor matricial existente no expoente da exponencial,i.e., det (I—2jwPR) que
em seguida sai do integral formando o resultado final

1
_ 4.39
Y@) = G A= 2uPR) 12 (4:39)
daqui, e usando (3.45), podemos determinar os primeiros momentos de @
E[Q] =tr PR (4.40a)
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V[Q] =2 tr (PR)? (4.40b)

No caso particular e importante em que PR é simétrica a funcao caracteristica pode-se escrever

1
OO (1 = 25w, )Y/

P(w) (4.41)

onde os A, sao os valores proprios de PR. Comparando (4.41) com (4.35) podemos notar que

(4.41) s6 serd a fungio caracterfstica de uma distribuigao x?2 se

1, n=12,...,r
)\":{O, n=r+1,...,N (4.42)

0 que significa que neste caso PR é ortogonalmente similar a uma matriz identidade de ordem
deficiente e que PR é idempotente, i.e., que (PR)(PR) = PR. Uma tal matriz ¢ chamada uma
matriz de projeccao (ver préximo capitulo). Em particular, se R =1, i.e., se as componentes de x
forem independentes entdo Q é x2 se e s6 se P for idempotente, P? = P.

Em resumo, temos que a transformagao linear
y =Px (4.43)
é tal que y : N(0,P) e a forma quadratica
yly =xTPx (4.44)

segue uma distribuigdo x2 quando x : N(0,I) e P é uma matriz de projecgao de ordem r.
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5. Elementos de algebra linear

Desde que a discretizacao da informag@o passou a ser um factor essencial na sua andlise e manip-
ulacao por calculadores as observagoes passaram a ser expressas sobre forma de vectores e matrizes.
Assim a algebra matricial passou a desempenhar um papel crucial na sua manipulagao e inferéncia

de propriedades espaciais, temporais e frequénciais.

Neste capitulo passaremos em revista as nogoes de algebra elementar necessarias para a abordagem

desta disciplina.

5.1 Espacgos vectoriais

Frequentemente lidamos com conjuntos ordenados de pontos da forma (z1,xa,...,z,) que podem,
por exemplo, designar as coordenadas dum ponto no espaco a n dimensoes. Correntemente desig-

namos estes conjuntos por vectores que neste caso seria,
T
X = [21,22,...,Ty] (5.1)

Notaremos 1" o conjunto de todos os vectores reais e dizemos que x € R". As propriedades que

caracterizam um espaco vectorial linear e real sdo, para qualquer escalar a € R e vectores x e y :
xeR" - ax e R"

xeyeR" -x+yeR”

Da mesma forma uma matrix X = [xi,...,%,| cujas colunas sdo formadas por p vectores de

dimensao n diz-se que pertence ao espaco vectorial linear R™*P.

Espaco Euclidiano

A nocao de espago Euclidiano obtem-se simplesmente através do espaco vectorial real e linear no

qual se define a norma Euclidiana

n

Il = (732 = (3 a2) (5.2

i=1

Espaco de Hilbert

Trata-se aqui do espago vectorial que servird de suporte para todo o trabalho que efectuaremos em
teoria do sinal. Um espaco de Hilbert é um espacgo vectorial Euclidiano no qual todas as sequéncias

de Cauchy convergem e no qual é definido o produto interno,
n
x'y = Z TilYi (5.3)
i=1
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quando x”y = 0 dizemos que o0s vectores X e y sdo ortogonais.

5.2 Independéncia linear

Podemos definir um vector x como uma combinacao linear de outros vectores do mesmo espaco

vectorial (obtendo um vector ainda no mesmo espago segundo 5.1) e assim

X = a1X1 + aeXa + ... + apX, (5.4)

A nocao de independéncia linear estd intimamente ligada ao facto de que se um dos vectores nesta

soma for, ele mesmo, uma combinacao linear de um ou mais dos outros vectores, x pode ser gerado

sem ele e diz-se entao que os vectores x;,7 = 1,...,p sao linearmente dependentes.
Formalmente, o conjunto de vectores x;,7 =1, ..., p sao ditos linearmente independentes quando
a1X1 + axo + ... +apx, =0 (5.5)

implique a; =0, =1,...,p.

Na pratica podemos verificar se um determinado conjunto de vectores é linearmente independente
calculando o determinante da matriz de Gram, G, definida por

G=XTX (5.6)

onde a matriz X, n x p é definida por X = [x1,X2,...,X,]. Se detG # 0 entdo os vectores

X1,Xg2,...,Xp sao linearmente independentes.

Outro resultado muito 1til é o teorema que diz que todo o vector em R™ pode ser representado
como uma combinagao linear de n vectores linearmente independentes em ™. Um corolédrio deste

teorema é de que ndo podem existir mais do que n vectores linearmente independentes em R".

5.3 Sub-espagos vectoriais lineares, bases, dimensoes e ordem

Sub-espagos vectoriais

Considere um conjunto de vectores X1, Xg, ..., Xy, nao necessariamente linearmente independentes.
O sub-espaco gerado por este conjunto de vectores é o conjunto de vectores x € ™ que podem ser

gerados por combinacoes lineares do conjunto,

S(x1,X2,...,Xp) = (X:X:Zp:aixi) (5.7)
i=1

Como ¢é 6bvio, um sub-espago vectorial é ele mesmo um espago vectorial pois obedece aos lemas
expostos em 5.1.
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Bases

Se, do conjunto de vectores x1,Xa,...,X,, forem retirados todos aqueles que nao forem linearmente
independentes (através de um procedimento tipo ortogonalizag¢io de Gram-Schmidt por exempo)
podemos dizer que os r vectores restantes com r < p formam uma base do sub-espaco S. Assim

todo e qualquer vector

,
xe S tal que X = Z a;X; (5.8)
i=1

Se os vectores que formam a base sao mutualmente ortogonais entao dizemos que estes formam

uma base ortogonal do sub-espaco S.

Podemos ainda dizer que a representacao de qualquer vector no sub-espago S ¢é tnica, i.e., existe

um e s6 um conjunto de coeficientes aq,as,...,a, tal que

r
X = Z a;X; (59)
i=1

Dimensoes e ordem

Considere o sub-espaco S gerado pelo conjunto de vectores (x1,Xs,...,X,) tais que

S={x:x= Zaixl} (5.10)

A dimensao do sub-espago S, notada como dim S é definida pelo niimero de vectores linearmente

independentes no conjunto (xi,Xa,...,Xp).
De forma similar, se formarmos a matriz
X = [x1X2...Xp)

a dimensao do espacgo S é tao sébmente igual ao ntimero de colunas de X linearmente independentes

que toma o nome de ordem da matriz X e escreve-se r(X) (rank of X).

5.4 Matrizes hermitianas

As matrizes hermitianas sdo caracterizadas por uma propriedade: o seu transposto conjugado é
igual a ela mesma. Assim a matriz hermitiana R é tal que (R7)* = R. Frequentemente nota-se
transposto-conjugado por (R7)* = R¥. Algumas propriedades:

1) os valores préprios de uma matriz hermitiana sao reais: de facto uma matriz hermitiana devera

ter a sua diagonal principal real. Na decomposicao
Ru = \u (5.11)
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sendo R uma matriz hermitiana implica A € R.

2) os vectores proprios de uma matriz hermitiana sdo ortogonais, i.e., na decomposigao

Rui = )\1;111; (512&)

Ru; = \ju; (5.12b)
temos que ufu; =0 se \; # \;.
3) uma matriz hermitiana é diagonalizavel, i.e., pode-se por sob a forma
U”RU = A (5.13)
onde A = diag(A1,A2,...,\y) e U =[uy,us,...,u,] tal que
Ru;, = \ugi;i=1,....n (5.14)

De forma similar podemos escrever a decomposicdo em valores proprios da matriz hermitiana R

como

R =UAU" =) \uuf (5.15)
=1

5.5 Decomposi¢ao em valores singulares

A decomposigao em valores singulares (Singular Value Decomposition = SVD) tem o mesmo papel
para matrizes rectangulares do que a decomposicao em valores préprios para matrizes quadradas.
Neste sentido a SVD tem um papel importantissimo na definicdo da caracteristica de uma matriz

singular.

Considere uma matriz rectangular H de dimensao n x p. Vamos supor, no caso geral, que a ordem
de H é r(H) < p < n, assim H é uma matriz de caracteristica deficiente e portanto singular. A
SVD permite escrever

H=UxZV#? (5.16)

onde
U = [U,Uy] V =[V, Vo (5.17)

pode-se provar que ambas as matrizes U e V sao matrizes unitarias de dimensoes respectivas n x n
e p X pequeV nao é mais do que a matriz cujas colunas sao os vectores préprios da matriz de

Gram H”H. A matriz 3 é ébviamente de dimensdo n x p

5 _ [2(3)1 2(3)2} (5.18)
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com ¥; = diag(oy,09,...,0,) e 3y = diag(0,...,0). Os o; sdo 6bviamente os valores singulares

de H.

Frequentemente é utilizada uma SVD, dita ”econémica”, definida por
H=UZXV#? (5.19)

No caso sobre determinado, i.e. n > p, temos que as dimensdes respectivas de U, X, e VI
sao n X p, p X p e p x p. Neste caso temos que V. = V, que X, = diag(oy,02,...,0,) € que
UHU, = VEV = VV# = 1. No caso sub determinado, i.e. n < p, temos que as dimensdes
respectivas de U, . e VH sdo n xn, n x n e n x p. Neste caso temos que U, = U, que
3, = diag(o1,02,...,0,) e que UFU =UUH = VEV,_ =1

A decomposigao em valores singulares - SVD - enunciada acima, permite resolver um problema
muito importante. Considere uma matriz H de ordem p e suponha que queremos determinar a
matriz H, de ordem r mais “préxima” de H ou por outras palavras que minimiza o erro quadratico

(soma dos quadrados dos elementos)
e =tr(H-H,)"(H-H,) (5.19)
se substituirmos as duas matrizes pelas respectivas SVDs temos que
2 =tr(V(E-Z)fUfUuE - x,)vH)

p
5.20
= > ool (5:20)

i=r+1
onde |v; ;|> = 1. Podemos provar que o erro (H — H,.) é ortogonal a H, da seguinte forma

H-H,)"H, =VE-x,)/x%, V4
(5.21)
=0
assim se o erro é ortogonal a H, podemos entdo dizer que H, = UX, VH ¢ a melhor aproximacio
no sentido dos minimos quadrados de ordem r de H. Neste caso nao se trata de mais do que uma
generalizacao do teorema da projecao ortogonal da matriz H no sub-espaco de dimensao r gerado

pelas colunas de H,. (ver 3.6, fig. 3.1 e respectiva discussao).

5.6 Projecgoes, rotagoes e pseudoinversos

Projecoes, rotagoes e pseudoinversos sao as trés mais usadas transformagoes matriciais. Comecemos
por considerar duas matrizes H e A de ordem completa e de dimensoes respectivas nxp e (n—p) X p,
tais que ATH = 0. Diz-se neste caso que estas duas matrizes formam uma decomposicao ortogonal
de R™ e portanto que [HA] é uma matriz n x n de ordem completa = n. Para facilitar e para

introduzir desde ja uma terminologia préxima do processamento do sinal, diremos que o sub-espago
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1% R

gerado por H, que notaremos (H), $ra o espacgfdo sinbl e que o sub-espaco gerado por A, (A),

serd o seu sub-espaco ortogonal

P.X
<H>

Figura 5.1: sub-espacos e projeccoes.

Projegoes

Considere agora o problema da decomposicdo de um vector x de R™ segundo duas componentes

ortogonais uma em (H) e outra em (A). A forma correcta é
x=Ppx+Pyx (5.22)

onde Py e P4 sdo as matrizes de projecao respectivamente em (H) e em (A). Estas podem-se
encontrar facilmente notando que P yx e x — Pyx sdo ortogonais e que P4 =1 — Py (figura 5.1).
Assim

Py = HH"H) 'H" (5.23)

Py=AATA) AT (5.24)

observando ébviamente todas as propriedades das matrizes de projecao em geral, i.e., que Pz) =
P = P?.), Po+Pyg=1eque PgP4=0. Se usarmos as SVD’s de A e H obtemos as formas
simplificadas

Py =UyUL P, =U,U} (5.25)

Rotacgoes

A rotagao de um vector x em (H) ou de forma equivalente en torno de (A) pode definir-se sob
a forma Qgx onde Qg é uma matriz de rotagdo construida a partir de Py e P4 e uma matriz
ortogonal Q,

Qu =UyQUY + Py (5.26)

Pseudoinversos
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O pseudoinverso de H (também chamado inverso de Pen-Rose) escreve-se,

H? = (HTH)'H” (5.27)
e que nao é mais do que o inverso da SVD de H,

H? = Vy AL UL, (5.28)

e tem as seguintes propriedades fundamentais

H*H =1 (5.29a)
HH” =Py (5.29b)
HH”H =H (5.29¢)

H*HH* = H* (5.29d)

Os problemas e as solugoes

Mais a frente nesta disciplina vamos provar a utilidade das definigoes acima, na solucao dos seguintes

problemas:

1. Problemas de minimos quadrados: demonstraremos que a solucao do seguinte problema de

minimos quadrados

mein(y —Ho)T (y — HY) (5.30)

¢ dada por
6 =H"y (5.31)

5. Aproximagado entre vectores: a projeccao P g soluciona o seguinte problema de aproximacao
(como alids ja vimos),

min (y —x)7(y — x) (5.32)

x:x=Hy
onde neste caso
X =Ppy (5.33)

5.7 Formas quadraticas

Por definicao chama-se forma quadrética em Q o escalar
f=xTQx; xe R, QeRmM" (5.34)

A matriz Q é definida ndo negativa se f > 0 para x # 0 e definida positiva se f > 0. Formas
quadraticas aparecem frequentemente na pratica da estimac@o e deteccao pois s@o equivalentes
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a uma energia. Neste sentido é frequente a necessidade de minimizar (ou maximizar) formas

normalizadas do tipo do quociente de Rayleigh,
(5.35)

em relacdo a x. E relativamente facil de provar que R(x) é minimizado pelo primeiro vector préprio

de A, x = ey, assim
ef'Ae; elEAETe,

R(e1) = = 5.36
(e1) ele; ele; (5.36)
e como 0s vectores préprios sao ortogonais entre si temos que
T
e; \ie
R(e)) = 21 =\ (5.37)

que é o menor dos valores préprios de A. Existem muitas outras propriedades que se aplicam &s
formas quadréticas e que podem ser consultadas em Scharf [1], pp.51-54 e Strang [2] pp.347-352.
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6. Minimos quadrados (MQ)

Depois dos capitulos introdutérios anteriores vamos agora abordar a teoria da estimacgao através de
uma aproximagao puramente deterministica. Obviamente os sinais com que trabalharemos serao
sempre aleatérios e, em parte, desconhecidos (sen@o nao seria necessario estimar nadal...) mas as
suas propriedades podem ser conhecidas ou desconhecidas & priori. Neste capitulo partiremos do
principio de que as suas propriedades estatisticas sao desconhecidas antes de dar inicio a qualquer
tentativa de estimacao. O critério adoptado serd o dos minimos quadrados e a ideia é de ajustar
um modelo nos dados de tal forma que os erros entre o modelo e os dados sejam minimizados

precisamente no sentido dos minimos quadrados.

Em geral, o modelo utilizado poderé ser do tipo linear ou néo linear. Aqui, trataremos em profun-
didade apenas o caso linear e o caso linear com condicionamentos lineares ou nao lineares. O caso

quadrético sera abordado superficialmente.

6.1 O modelo linear

Segundo o modelo linear, o vector de observagoes y de dimensao IV, é obtido como a soma de um

vector de sinal x mais um vector de ruido n
y=Xx+n (6.1)

mais, faz-se a hipétese de que
x = HO (6.2)

onde @ é um vector de parametros, desconhecido, de dimensao p em geral < N. A matriz H, N x p,
pode ser conhecida, sé parcialmente conhecida ou totalmente desconhecida. A interpretacido deste
modelo é de que y representa o sinal observado, x o sinal procurado e n o ruido de tipo aditivo.
De alguma forma n representa os erros de medida de x. A forma particular de x = H@ consiste a

particularidade do modelo linear e é esta estructura que nos permite dizer que

p
x = Z 6,,h,, (6.3)
n=1

onde os h, sdo os vectores coluna de H e os 6,, as componentes do vector de parametros 6.
(6.3) significa efectivamente que o sinal x é uma combinacao linear das colunas de H (chamados
frequentemente “modos”). Os pesos desta combinagao linear sdo precisamente os parametros que
desejamos determinar. Uma forma alternativa, interessante em alguns problemas, consiste em

escrever (6.3) em fungao, nao das colunas, mas das linhas da H que notaremos c,
T, =c.0 (6.4)
No estudo de modelos lineares devemos distinguir trés casos: o caso sobredeterminado, o caso

determinado e o caso subdeterminado, segundo os valores relativos de p e N, repectivamente,
p<N,p=Nep>N.
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No caso sobredeterminado, p < N, temos mais equagdes que incégnitas e um ajuste exacto do
modelo aos dados é impossivel. Este é o caso mais encontrado na pratica ao qual se adapta a teoria

de ajuste dos minimos quadrados.

No caso determinado, p = NN, pode haver um ajuste exacto entre o modelo e as observacoes desde

que estas sejam independentes, i.e., desde que as colunas de H sejam linearmente independentes.

No caso subdeterminado, p > N, ha mais parametros do que observagoes tornando impossivel
determinar @ de forma tinica. Neste caso é necessdrio impor condigoes adicionais sob os parametros

para estes poderem ser determinados a partir de y.

A solugao do problema exposto acima em torno a (6.1) e (6.2) pode ser solucionado usando os
minimos quadrados independentemente da natureza estatistica de @ ou n. No entanto, quando
n : N(0,R) é uma realizagdo de um vector aleatério gaussiano, entdao dizemos que (6.1) é um
modelo estatistico linear com erros normais ou gaussianos, ou mais simplesmente, um modelo de

erros normais. De (6.1) deduzimos facilmente que y : N(H@,R) e a sua densidade é

1
(2m)N/2det(R)

) = re{ 5y - HOTR (v - H6) | (65)

6.2 Solugoes dos MQ

Considere de novo o modelo (6.1) e (6.2). Para uma dada estimativa @ do vector de pardmetros o

quadrado dos erros entre as observagoes y e o modelo HO escreve-se

e’ = tr((y — HO)(y — HO)"]

= (y — HO)" (y — HO) (6.6)
=n’n
muito simplesmente, e sem nenhuma hipdtese estatistica, podemos derivar a expressao (6.6) em
relagao ao vector 6 obtendo

9 2 _opT(y _
56°¢ =2H" (y — H) (6.7)

que quando equacionado a zero nos permite obter o valor de @ que minimiza e?

, i.e., o estimador
dos minimos quadrados

6= H"H) 'Hy (6.8)

Esta solucdo existe, e é tinica, se o inverso de G = HTH existe, que nio é mais do que a matriz
de Gram ja definida em (5.6). Se a matriz de Gram é nao singular, a solugao de 6 ¢ tnica. Se é
singular temos muitas solugoes possiveis. Como ja vimos atras G serd singular se e sé se os vectores
coluna de H forem linearmente dependentes. Equivalentemente, G serd nao singular se as colunas

de H forem linearmente independentes.

Projecgoes
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Consideremos que H é nao singular. Entao usando (6.8) podemos escrever o sinal estimado como
x = H (6.9)
que podemos também escrever sob a forma
x=Ppy (6.10)

por substitui¢io de (6.8) em (6.9) e definindo Py = H(HTH)*H? como uma matriz de projeccio
ortogonal. A diferenca entre as observagbes y e o modelo estimado X é o erro de ajuste que se

escreve

n=y—-x=I-Py)y=Pay (6.11)

onde P4, =1 — Py. Estas duas matrizes Py e P4 sdo matrizes de projeccao que gozam de todas

as propriedades ja descritas no capitulo 5.6.

<A>

/\

n=P.y

X= P.y

<H> RX

Figura 6.1: decomposicao ortogonal de y e n.

Sub-espaco do sinal e seu ortogonal

A figura 6.1 mostra os projectores Py e P 4. No plano horizontal da figura 6.1 estao representados
todos os vectores que se podem escrever como combinacao linear das colunas da matriz H. Este
é chamado sub-espago do sinal que notaremos (H). No eixo vertical da figura estao representados

todos os vectores u que sdo ortogonais ds colunas de H. Este ¢ chamado sub-espaco ortogonal (A).
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Quando p colunas de H sao linearmente independentes, entao, tendo em conta que o espago total
¢é de dimensao N, s6 poderemos encontrar N — p vectores linearmente independentes e ortogonais

as p colunas de H. Organizando estes N — p vectores como as colunas de uma matriz
A =[aj,az,...,an_p) (6.12)
podemos dizer que cada coluna de A é ortogonal as colunas de H, assim

a’h; =0 (6.13a)

ATH=0 (6.13b)

No sub-espacgo ortogonal, cada vector u é uma combinacao linear dos a;, tal que
u=A¢ (6.14)

Visto tudo isto, e o que foi dito anteriormente sobre projec¢es ortogonais, podemos afirmar que a

representacao
I=Py+P,=HHH)H" + A(ATA)'AT (6.15)

separa o espaco Euclidiano de dimensao N em dois sub-espacos ortogonais o primeiro gerado pelas
colunas de H e o segundo gerado pelas colunas de A. Py projecta no primeiro sub-espaco e P 4
projecta no segundo sub-espaco. Qualquer vector arbitrario y pode ser representado pelas suas

projecgoes num e noutro sub-espago tal que

y =Py +Pay
o (6.16)
=X+n
onde X e n sao o sinal e o ruido estimados que fazem parte do sub-espaco gerado por H e A
respectivamente. Por esta razao, (H) é chamado o sub-espago do sinal e (A) é chamado o sub-
espacgo do ruido.

A propriedade mais 1til nesta decomposicao das observacoes y € o facto de que o ruido estimado

n é ortogonal a qualquer sinal pertencente a (H). Esta propriedade escreve-se

n'x=y"P,Pyy =0. (6.17)

O modulo ao quadrado do erro de ajustamento, ou seja o quadrado da diferenca entre o sinal

estimado e a observacgao é

T T

"=y (I-Pyy=y'y —x'x (6.18)

0 que nao ¢ mais do que a forma vectorial do teorema de Pitagoras,

T

yiy=x"

x+n"h (6.19)

A importante conclusao é de que ndo existe outro valor de X pertencente ao sub-espaco do sinal que

permita obter um valor menor de ATA. Por outras palavras o estimador (6.8) e o sinal estimado
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respectivo (6.9) sdo aqueles que permitem o melhor ajuste s observagoes, i.e., o menor erro de

ajuste.

6.3 Decomposicao em valores singulares e problemas de MQ

Acabamos de determinar o estimador dos MQ de 8 dado por (6.8), o sinal respectivo dado por (6.9)
e o ruido de estimacdo determinado por (6.11). Todas estas formas, como ja vimos, dependem
explicitamente da estructura da matriz de Gram G = H”H e portanto na de H ou seja a forma do
modelo do sinal ele mesmo. Em geral porém, as colunas de H sao raramente ortogonais e portanto
G pode ter valores préprios muito pequenos o que a torna em muitos casos quase singular. O
mesmo pode ser dito de A. O problema é saber se poderemos determinar outras representagoes
para H e A que permitiriam gerar representagoes ortogonais para 6, % e fi. Vamos comegar por
formar a matriz S tal que

S =[H|A] (6.20)

que é uma matriz de dimensdao N x N formada pelas p colunas de H e as N — p colunas de A. A

matriz de Gram de S escreve-se

H'H o
—_QTq —

G=S S—[ 0 ATA] (6.21)
Na procura de uma dupla representacio ortogonal para (6.21) e para I = S(STS)~!ST =Py + P4
encontramos a decomposicao em valores singulares ja abordada em 5.5. Podemos entao escrever S
sob a seguinte forma

S = [H|A] = [UySyV5[ULS, V)] (6.22)

onde Ug, Uy, Vg e V4 sdo matrizes ortogonais e ¥y e X4 sdo matrizes diagonais definidas por

Uy = [ug,ug,...,u, (6.23a)
Ua = [upy1,upyo,...,un] (6.23b)
Vg =[vi,ve,...,vp] (6.23¢)
Vi =[Vpt1,Vpt2,-- -, VN] (6.23d)
Yy = diagoq, ..., 0] (6.23¢)
¥4 =diaglopy1,...,0nN] (6.23f)

Usando a decomposicio em valores singulares podemos entdo escrever as matrizes de Gram H”7H,
AT A como

p
H'H=VyZEVE =) olviv] (6.24a)
=1
N
ATA =V ZVE = > ofviv] (6.24D)
1=p+1
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Da mesma forma, a decomposicao da matriz unidade segundo as matrizes de projeccao é

I=Py+P,=UuUL 4+ U, U} (6.25)
que se pode também escrever
P N
Py = ZuiuiT Py = Z uiu;fp (6.26)
i=1 i=p+1

Como j& vimos no caso geral, a decomposi¢ao em valores préprios dada para H e A por (6.22)
podem simultaneamente diagonalizar nao sé S mas também I sob a forma das suas matrizes de

projeccao ortogonais. Assim podemos escrever

ULHVy =%y (6.27a)

ULAV, =3, (6.27b)

VEGyVy =X% (6.27¢)

VEIG,V, =52 (6.27d)
T o

u'PLU = 0 o (6.27¢)

U'P,U = 8 (I) (6.27f)

onde U = [Uy|U,4]. A decomposigao em valores singulares permite abordar o problema da singu-

laridade de H mantendo representacoes ortogonais para Py e P 4.

6.4 Algoritmos resolventes dos MQ

Este capitulo interessa-se pelos algoritmos resolventes dos seguinte sistemas de equagoes:

H HO =H"y (6.28a)

det(HTH) # 0. (6.28b)

6.4.1 Algoritmo de factorizagao de Cholesky

O algotimo de factorizagdo de Cholesky permite factorizar uma matriz simétrica sob a forma do
produto de duas matrizes triangulares inferiores. Assim a matriz de Gram G = H7H pode-se

escrever

H'H=LyL% (6.29)
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com

li17 O 0
log 1
Ly= |7 ™ =[l,1,..., 1] (6.30)
: 0
S S
Com a factorizacao (6.29) podemos escrever (6.28a)
LyLL6=H"y (6.31)

que pode ser resolvido em dois passos sucessivos:

(1) Lyw=HTy

No primeiro passo resolve-se a equagao (1.) em relagdo a w comegando pela primeira linha e
depois as linhas sucessivas por substituicdo. Uma vez que temos w podemos resolver o passo (2.)
mas desta vez comegando pela tltima linha e substituindo no sentido ascendente. O algoritmo de

factorizacao de Cholesky pode ser encontrado em qualquer biblioteca de cdlculo nimerico.

6.4.2 Algoritmo QR

Aqui utiliza-se o facto de poder escrever a matriz H sob a forma de uma matrix ortogonal U e uma
matriz triangular inferior L,
H=UyL% (6.32)

0 que consiste simplesmente no facto de escrever a coluna n de H como uma combinagcao linear de

vectores ortogonais

hy, =Y L (6.33)
i=1
Com (6.32) podemos escrever (6.28) sob a forma simplificada
LyLL0=L,ULy (6.34)
implicando
LLo=Uly (6.35)

e que se resolve muito simplesmente dada a estrutura triangular de Ly comecando pela iltima

linha para o vector de parametros € e processando por substituicao no sentido ascendente.

6.4.3 Decomposicao em valores singulares

Como ja vimos em bastante detalhe anteriormente a decomposicao em valores singulares da matriz

H sob a forma

H=UyZyV} (6.36)
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leva a uma simplificacao da equagao (6.28)

0=VyS,' ULy = Zviaflu?y (6.37)
i=1

Esta solugdo mostra claramente a interpretacao geométrica feita em torno & figura 6.1., em partic-
ular, que o vector de parameétros é obtido primeiramente por uma correlacao entre as observagoes
y e os vectors u; que geram o espago do sinal (H) em seguida estas correlagoes sao pesadas pelo
inverso dos valores singulares, o, ! e finalmente as correlacoes ja pesadas sdo usadas para construir

o vector de paramétros a partir dos vectores que geram os espaco de parametros, i.e., 0s v;.

6.5 Desempenho dos MQ

O desempenho dos MQ pode ser analizado considerando de novo o modelo linear estatistico com
ruidos normais n : N[0, 02I]. J4 provamos que se as observacoes sao y : N[H6, 021 entdo segundo
(6.10) o sinal estimado ¢é

% : N[HO,0°Py] (6.38)

e portanto trata-se de um estimador nao enviesado
Ex]=H0=x
e de matriz de covariancia de erro
E[(x —HO)(x — HOT| = 0’Py = 0c* Uz U%
A variancia do estimador é neste caso
¢2 = E[(x — HO)T (x — HO)]
= tr{E[(x — HO)(x — HO)"}
= O'QtT(PH)

= o’tr(UyUL)
= *tr(ULUy) = po?

onde p é a dimensao do sub-espaco do sinal.

O estimador do vector de pardmetros 6 também se encontra distribuido segundo uma lei normal
N[f,0?(HT'H)"!]. Trata-se portanto de um estimador sem viés e cuja matriz de covariancia de

€ITO Se escreve

~ ~

E[6-6)0—-0)") =c2HTH)"!
=o?VyE, VL.

Note que esta ultima matriz é o inverso da matriz de Gram e que depende do inverso dos valores

préprios desta matriz: valores proprios prorimos de zero dao grandes erros de estimacao.
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O desempenho nao se mede inicamente através das qualidades estatisticas dos estimadores do vector
de parametros e do sinal. Na pratica o nosso modelo é muitas vezes desconhecido, ora a necessidade
de conhecer H faz-nos fazer hipoteses de trabalho conducentes a uma determinada estrutura do
sinal que pode ser mais ou menos verificada na pratica. Tendo em conta que o desempenho do
nosso método dos MQ estd tdo dependente das possibilidades de ajuste do modelo, seria muito
interessante poder dispor de uma forma de julgar a qualidade do ajuste do modelo hipotetizado as
observagoes. Esta qualidade do ajuste pode ser obtida através do ruido de estimagao (que é por

isso muitas vezes chamado ruido de modelo) e que é
n=y—%x:N[0,0°P 4] (6.39)

A partir da nossa discussao sobre a distribuicao de formas quadraticas de vectores normais multi-

variados (capitulo 4.7) podemos dizer que

T 2 9

n n:oxy_, (6.40)
de onde podemos deduzir que quando ajustamos o modelo estimado X ds observacoes y, o vector de
erro, n é normal, e o seu médulo quadrado segue uma lei do 02)&\,71) com N — p graus de liberdade.
O teste dos erros com uma lei de distribuicao do sz?\,_p dé-nos uma ideia muito precisa sobre a

qualidade do ajuste do nosso modelo.

Outro meio de julgar o desempenho do nosso método de estimagdo é de calcular o ganho em
relacao sinal/ruido. No modelo inicial temos as nossas observcoes y : N[x,02I]. Vamos definir o
racio sinal/ruido como sendo o ricio entre o quadrado da média e a varidncia, assim para o sinal

de entrada SNR;,

XTX XTX

NRjy = ——o =2 % 41
SNR trfo2I]  No? (6.41)

No modelo de saida temos o sinal estimado X : N[x,0?Py] e portanto podemos definir de modo

andlogo o récio de sinal/ruido de saida SNR,; como

XTX XTX

SNRout = = 6.42
' tr[o?Py]  po? (642)

e portanto o racio entre de (6.42) sobre (6.41) dd-nos o ganho em sinal/ruido entre entrada e saida

que é
N
G=— (6.43)
p
Trata-se aqui de um resultado fundamental que nos diz que o ganho em SNR dos MQ é tanto
maior quanto maior é a relagao entre a dimensao das observacoes em relacao 4 dimensao do modelo.

Maximizar este quociente é a tarefa do modelizador.

6.6 Determinacgao e redugao da ordem do modelo linear

Acabdmos de ver que o ruido de estimacdo fi é N[0,0%P 4] e o erro quadrado médio é o?(N —p). A

idea por detras da reducao da ordem é a de obter um estimador de ordem reduzida, X,., em vez do
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estimador de ordem completa X tal que, o erro quadrado médio do ruido de estimagao, seja inferior

ao de x. Consideremos o seguinte estimador de ordem reduzida
%X, =P,y (6.44)

onde P, é uma versao de ordem reduzida de Py que se obtem através da eliminacao de p — r
vectores ortogonais de Upg. A selecdo dos vectores a eliminar vai ser um dos problemas deste
capitulo. Assim se

Py =UyUL; Uy = [ug,ug,...,u,) (6.45a)

entao

P, =U,U’,; U, = [u;,uy,...,u,] (6.45b)

O estimador %, estd distribuido segundo N[x,,c%P,], onde x, é a projeccao de X no sub-espaco
gerado por U,, i.e.,
x, = P,x (6.46)

o erro de estimacao é neste caso x — X, e encontra-se distribuido segundo Nb,., JQP,"], onde b, é
o viés (bias) do estimador x, e é igual a*

b, =E[x—%x,]= Py —-P,)x (6.47)
e o erro quadrado médio entre x e X, escreve-se
mse(r) = E[(x — %,)7 (x — %,)] = bl b, + o*tr[P,] =x* (Py — P,.)x + 70 (6.48)

aqui temos que o primeiro termo é o quadrado do viés do estimador e o segundo termo é a sua

variancia. Podemos ainda escrever

P
mse(r) = Z ]uré)x\Q + ro? (6.49)
i=r+1

onde os u(;) sdo vectores proprios da matriz de ordem completa Up (de ordenacao a determinar) e
que foram eliminados para formar a matriz de ordem reduzida U,.. O estimador de ordem reduzida
s6 serd efectivo se mse(r) < po? onde po? é o erro quadrado médio do estimador de ordem completa
assim, usando (6.49), podemos escrever a condigdo necessaria para um ganho através da redugao
de ordem que é

p
> ufyxP < (p-r)o? (6.50)
i=r+1

Isto significa que a escolha 6ptima para o valor da ordem é

r* = arg min[x” (Py — P,.)x + ro?] (6.51)
T

* porque x = Pyx.
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O problema da minimizacao de (6.51), e que é o problema da determinacao da ordem do modelo
linear, é que o sinal x é desconhecido na prética. O primeiro termo na expressao (6.51) a minimizar

¢é o quadrado do viés e portanto temos a considerar duas possiveis estatisticas

n, = (I-P,)y: Nb,,¢*1-P,)] (6.52a)

~

b, =x — X,

(Pg —P,)y: N[b,,0c*(Pg — P,)] (6.52b)

Assim n,. é o erro de ajuste entre o sinal de ordem reduzida X, e as observacoes y, enquanto b, é
a diferenga entre o estimador de ordem completa e o estimador de ordem reduzida. A figura 6.2

ilustra estes dois estimadores.

Figura 6.2: dois estimadores do viés de estimacao.

Podemos ver a partir desta figura que a estatistica b, é sémente f, projectado em (Ug), i.e.,
b, = Pyn, = (Py — P,)y (6.53)

Assim pode-se dizer a partir de (6.52b) que b, ¢ um estimador nio enviesado de b, e que o seu

erro quadrado médio é
E[(b, —b,)T (b, —b,)] = tr[o?(Py — P,)] = o*(p — 1) (6.54)

o que mostra que b, é um estimador cuja variancia do erro de estimacao diminui quando r — p.
Também mostra que b2'b,. é um estimador enviesado de bX'b,., cujo viés é

EDbIb,] =blb, +0%(p—r) (6.55)
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o que demonstra que para obter um estimador nio enviesado basta corrigir a estatistica b b, com
o termo —o?(p — r) para obter um estimador nao enviesado. Podemos agora propor um estimador

do erro quadrado médio do erro entre x e X,. que pode ser

nise(r) = bXb, — o?(p — r) + ro% = blb, + (2r — p)o? (6.56)

T

e podemos , a partir de (6.55), dizer que (6.56) é um estimador nao enviesado de mse(r), e portanto
inserir (6.56) em (6.51)
r* = arg min[mse(r)] (6.57)
T

onde

nise(r) = bl'b, + (2r — p)o?

P
= Z |u%;)y|2 + (2r — p)o?
r+1

(6.58)

Esta 1ltima forma permite dizer que a ordenacgao dos vectores proprios de H deve ser tal que

T |2 T 2 T |2
luyy[* > ugyylt > > (ug, Y (6.59)
e os primeiros u;);¢ = 1,...,r devem ser usados para construir a matriz de projeccao de ordem r,

P,.. O valor éptimo 7* de r é o valor de r que minimiza mse(r).

6.7 MQ recursivos

O método dos MQ recursivos responde a necessidade de obter uma estimativa dos M(Q que evolui no
tempo (ou no espaco) a medida que novas observagdes vao sendo adquiridas e também & necessidade

que esta evolucao se faca de modo eficiente. Consideremos o modelo linear
y=HO+n (6.60)

neste modelo vamos fixar a dimensao de 6 a p e vamos permitir que o niimero de observagoes N

varie. Neste caso vamos chamar-lhe ¢ e escrever

Y1 ni
Y2 u N9
: = [ tT_l] 0+ : (6.61)
C; :
Yt—1 ng—1
Yt Uz
yi = Hi0 +n,

que separadamente para t — 1 e t pode ser
Vi1 =H;_160+n,_ (6.62)
_ T
yr =c¢; 0+ ny (6.63)
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onde c; ¢é o vector linha de ordem ¢ da matriz H. No instante ¢ podemos calcular o estimador dos

MQ

P, 0, =H]y (6.64)
onde )
P, = H?Ht = (HtT—1Ht—1 + CtCtT)
1 T (6.65a)
=P, +cc;
e
Hy, = H/_1yi—1 + iy (6.65b)

Utilizando (6.65) em (6.64) e depois de alguma algebra (que deixamos como exercicio!) chega-se &
equagao recursiva
et = 01/,1 + kt [Z/t - C,lbretfl] (666)

com ky; = v P;_1cs e 7{1 =14 c"P,_ic;. Da mesma maneira a matriz de Gram pode ser obtida
recursivamente
P;' =P, +cct (6.67)

6.8 MQ ponderados

Os MQ ponderados (weighted least squares=WLS) sdo uma generalizacdo dos MQ. Enquanto os

MQ minimizam (6.6) os MQ ponderados minimizam
min[(y — HO)TW (y — HO)] (6.68)

onde W é uma matriz de ponderacao nao singular e simétrica. Demonstra-se que o estimador dos

MQ ponderados correspondente se escreve
bwis = (H'WH) 'H Wy (6.69)

neste caso a matriz H' WH é invertivel se H for de ordem completa p, e W for também de ordem
completa N. No caso do modelo linear y : N[HO,R] e que W = R™!, onde R é a matriz de
covariancia das observagoes, por substituigdo em (6.69) temos que

Owis : N[O, HTR'H)™ ] (6.70)

Prova-se que este estimador é neste caso idéntico ao estimador do méximo de verossimilhanca no

mesmo modelo.

6.9 MQ condicionados e condicionamento linear

Os MQ condicionados sao outra variante dos MQ que respondem ao problema de estimar um vector
de parametros cuja escolha nao é livre. Neste caso é necessario exprimir esta falta de liberdade por

uma equacao de condicionamento como por exemplo
Clo=c (6.71)
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onde C e ¢ sao uma matriz e um vector conhecidos que impoem r condicionamentos lineares em
0. Trata-se entdo da minimizagao do problema cldssico (6.6) sujeito a (6.71). Para resolver este

problema forma-se o Lagrangiano
J= %(y _ HO)(y — HO) — (CTO— c)TA (6.72)
Exprimindo o gradiente de J em relacao ao vector de parametros e equacionando a zero obtem-se
Ocrs =0s + (HTH)'CA (6.73)

onde 9CLS ¢é a solucao dos MQ condicionada e 9LS ¢ a solugdo nao condicionada dada por (6.8).
Para determinar o vector de coeficientes de Lagrange A deve-se substituir (6.73) em (6.71) e resolver
para A obtendo

A= [CTH"H)'C] ! (c — CT8s) (6.74)

A solucao completa para @crg obtem-se substituindo (6.74) em (6.73). No caso em que ¢ = 0 diz-se
que as condicionantes sao homogéneas e neste caso (6.74) toma uma forma relativamente simples

o mesmo acontecendo para o estimador respectivo, i.e., no caso homogéneo
fcrs = POy s
P=1I-H"H)'c[c"@H"H)'C]"'CT (6.75)

Existe um caso particular dos MQ condicionados muito frequente na pratica que é quando se
pretende determinar o vector de parametros @ tal que

mein[BTHTHG] condicionado por CT=c (6.76)

Este caso é conhecido como sendo o caso de minimizagao quadrética sob condicionantes lineares e
obtem-se formalmente do caso geral dos MQ condicionados fazendo y = 0. Escrevendo R = H'H

a solucao é dada também pelo método dos Lagrangianos

J=0"RO— (CTO—c)"A (6.77)
onde, utilizando o mesmo método que anteriormente, se obtém a solugao

6, =R 'C(CTR'C) ¢ (6.78)

A interpretacao geométrica deste resultado permite-nos dizer que @y é a soma de uma componente
projectada no sub-espaco gerado por C e outra no sub-espaco ortogonal: 6y = Pcy + (I —P¢)6y,
sabendo que

P. =cC(CcTc)"'c”

é uma matriz de projecgao formando 8. = P60y que nao é mais do que a solugao de norma minima
ilustrada na figura 6.3.
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(l'Pc)Wo

P-W,=W,
Figura 6.3.: decomposicao de 6.

6.10 MQ totais

Este caso é mais uma variante do caso geral que, apesar de nao acontecer frequentemente na pratica,
¢ bastante realistico (e dificil !...). Como vimos nos capitulos anteriores sobre MQ a solucao do
problema para o sinal x no caso geral é dada pela projeccao das observagoes y no sub-espaco do
sinal, i.e., x = Pyy. Isto é bastante restrictivo porque for¢a x a pertencer a (H) o que implica que
deveremos ter uma grande confianca no nosso modelo e conhecé-lo perfeitamente. Vamos supor
agora que existem erros na matriz do modelo H. Serd possivel afastar-se do modelo H 7 E como
devemos fazé-lo 7 A resposta a estas perguntas encontra-se na teoria dos Minimos Quadrados
Totais (MQT, ou Total Least Squares=TLS).

Na teoria do MQT o modelo & posteriori é dado por

y = Psy + (I- Ps Yy
A (A ) (6.79)
= XTLs + NTLS

onde o projector P é escolhido de forma a minimizar a soma dos quadrados dos elementos de nrg
mais a soma dos quadrados dos elementos Ay = (I — P,)H, dai o termo de MQ totais. Neste
modelo P,H é o modelo corrigido onde deveremos encontrar o sinal estimado Xrtpg. Nao vamos
entrar em muito mais detalhe neste método mas a diferenga essencial com o caso dos MQ geral
situa-se no facto de que o projector utilizado, P, ndo se encontra ajustado ao sub-espago (H) mas

sim ao sub-espago (H), que é uma espécie de compromisso entre o sub-espago do sinal definido por
H e as observagoes y.

Este método minimiza

&= tr {ij ] 1-P,|[Hly] (6.80)

que se obtém calculando a decomposi¢ao em valores singulares de [H|y]| e construindo P com todos

os vectores singulares menos aquele correspondendo ao mais pequeno valor singular, i.e., se

[H|y] = UZV"T (6.81)
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entdao U = [Ug|u] e o projector Py escreve-se
P, =U,U] (6.82)
dai podemos escrever a expressao do estimador
Ors = (H'P,H)'H'P,y (6.83)

que € idéntica a solucao do problema dos MQ ponderados com W = Pg.

6.11 Problemas inversos e MQ sub-determinados

O caso sub-determinado acontece quando N < p e temos mais parametros do que observacoes. Neste
caso costuma-se dizer que se “inverte as observagoes” e o que torna o problema particularmente
dificil (e interessante) é que nao existe uma solu¢do tnica. A escolha de uma solucdo de entre a

infinidade de solugGes possiveis necessita a definigdo de condigoes adicionais no vector de parametros

6.

Comecemos por identificar o tipo de solugbes do sistema de equagoes puramente deterministico
y = HO (6.84)

com a dimensao de @ igual a p > N dimensao de y. A decomposi¢ao em valores singulares de H
permite caracterizar a solucdo qualquer que seja a matriz H. Assim se H = UEV7 a solucio da
equacao (6.84) é dada pelo pesudoinverso H# de H tal que
8, = H*y E v~ 'uTy
<>,
=Sty

: 0;

=1

Esta solucao é também a solucao con norma minima. Esta solucao pertence ébviamente ao sub-

(6.85)

espago gerado pelos vectores préprios|de V, i.e., (V). Podemos além disso abranger toda a dimensao
do problema notando que qualquer splucao do tipo @ + OAtaellue 6, pertenca ao sub-espaco (V=)

ortogonal a (V) é também solugdo dp problema visto qu
HO+6,) =y (6.86)

Esta questao encontra-se ilustrada n§ figura 6.4.

0,=Vz'Uy

<V>
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Figura 6.4.: solucoes de y = H6.

Varios critérios podem ser utilizados para escolher uma solugao entre as solugoes possiveis. Em
geral estes critérios sao especificos ao problema considerado e ndo poderao ser todos descritos aqui.
Optaremos por descrever apenas alguns dos métodos mais usuais.

6.11.1 Solucao de norma minima

Esta solucdo encontra-se através da minimizacao de (1/2)87 8 sob a condicionante y = Hf. A
solucao encontra-se pelo método dos Lagrangianos e é equivalente a solucao do caso geral dado por
(6.85) e é portanto nada mais nada menos do que a solugao do pseudoinverso.

6.11.2 Solugao de ordem reduzida

Inspecionando (6.85) pode-se notar que uma pequena mudanga no vector de observagoes pode
originar uma grande alteracao na solugao sobretudo devido a ponderacgao introduzida pelo inverso
dos valores singulares 1/0; quando estes tomam valores préximos de zero. Trata-se aqui de excluir

os valores singulares de menor valor definindo uma solucao
0, =ve Uy (6.87)
onde ¥~ ' ¢ uma aproximacao de ordem reduzida r < N de £! onde os N — r menores valores

singulares foram substituidos por zero.

6.11.3 Solucao do maximo de entropia

O principio de médxima entropia fornece uma forma de condicionar @; a ser nao negativo maxi-

mizando uma quantidade que é de grande utilidade em muitos ramos de ciéncia. A idea é
P
max | — Z 6;log 0; condicionado a y = Hé (6.88)
i=1
A solugao deste problema encontra-se como sempre através do método dos Lagrangianos formando

P
_ 0; 61 T
L=— E MlogM—(y—HQ) n (6.89)

=1

onde »%_, §; = M. Equacionando a derivada a zero obtem-se

N
0; = exp {—1 +> )\ncm} (6.90)
n=1

onde a solucao é parametrizada por N — p parametros A,;n = 1,...,N. Este parametros sao

determinados, como de costume, através do sistema de equagoes de condicionamento y = H@.
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6.12 Problemas de identificagao

Até agora o problema considerado tem sido o de determinar o vector de parametros # num mod-
elo linear conhecido, y = Hf. Em todos os casos H era conhecido. Em muitos casos préticos
porém, H é completamente desconhecido ou s6 parcialmente conhecido o que leva & necessidade de
simultaneamente estimar § e H. Este problema é chamado problema de identificacdo do modelo.

Comecemos por substituir @ pela sua estimada dos MQ, 9, tal que

y =HO (6.91)
=Pupy+Pay
onde erro quadratico do ruido de ajustamento é
e2=n"n=y"Py=y'1-Ppg)y (6.92)
Se a matriz H for desconhecida esta devera ser estimada minimizando também e?,
H = arg mgx(yTPHy) (6.93)

o que na realidade é um problema de maximizacao da projeccao de n em (H). De modo equivalente

podemos estimar A tal que

A =arg mAin(yTPAy) (6.94)

onde P4 = I — Py .Podemos ver ficilmente que este problema estd mal definido (ill-posed) porque

A~

qualquer matriz H= ly, ﬁg, ..., h,] onde os vectores h; sdo arbitrarios é solugao do problema pois

2 ¢ zero e portanto uma solucao éptima do problema.

com este H, temos que Py =y eoerroe
Na realidade o que aconteceu foi que nés demos demasiada liberdade na escolha de H e para
responder a casos praticos concretos em geral, H tem que ser determinado tal que verifique (6.93),
mas condicionado a pertencer a uma familia de matrizes definida por uma forma paramétrica.
Ou seja, nao se trata de determinar uma matriz qualquer, mas sim uma matriz que tenha uma
estructura determinada bem definida, mas com parametros desconhecidos que esses, sim deverao

ser identificados.

6.12.1 Identificagao do modelo ARMA

Talvez este seja o caso mais conhecido em teoria do sinal: o modelo auto-regressivo de média mével

(auto-regressive moving average = ARMA). A funcao de transferéncia de tal sistema é dada por

o bot bz 4 by 0D

H(z 6.95
(2) l4+a1z7t 4+ ... +apz™? ( )
o que significa que a resposta impulsiva unitaria se escreve
0, t<o0
he =23 — >0 _yanhin+b, 0<t<p (6.96)
- ZZ:l anht—na t> p
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ou sob forma matricial

Kh — m (6.97)
0
onde
— 1 -
a1 1
. 0
ap—1 aq 1 *
K= - — —-— — — — —— | =|—- (6.97a)
ap  Ap—1 .. aq 1 AT
ap  ap_1 .. ay 1
0 ' :
L ap  Gp_1 a 1 4
h = [ho, h1,...,hy_1]" (6.97D)
b = [bo,...,bp1]" (6.97¢)

A matriz K é invertivel e portanto podemos escrever

h=K {b}
0 (6.98)
= Hb
onde H consiste nas p primeiras colunas de K~'. Daqui podemos definir o modelo linear
y=h+n (6.99)

onde h tem o papel do sinal determinista e é definido por (6.98). Assim podemos considerar que o
estimador dos MQ de b é
b=H"H)'H y (6.100)

e o sinal estimado (sempre no sentido dos MQ) é

h=Pyy, com Py =HMHTH) 'H' (6.101)

como definido anteriormente o erro de ajuste é

Th = yT(I —Py)y = yTPAy (6.102)

n

onde P4, = A(ATA)"'AT e sendo A uma matriz desconhecida devemos determiné-la através de

(6.94) mas desta vez tendo em conta a estrutura de (6.97a), i.e.,

ap ... 1 0
AT — (6.103)
0 ap, ... 1
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Existem outros tipos de estruturas possiveis e normalmente utilizadas para definir a matriz H do

modelo linear. Algumas destas encontram-se em Scharf [1] pp.405 e seguintes.

6.13 Exemplos

6.13.1 Modelo de regressao polinomial
Considere um vector y contendo as amostras de uma curva y(¢) nos pontos t = 7,27, ..., NT.

y = [ylayQa"'ayN]T (6104)

com y = y(kT). Gostarfamos de ajustar nesta curva um modelo polinomial do tipo

z(t) = i O, t" ! (6.105)

P
n=1

onde zj, = x(kT) = .. _, 0,,(kT)"~1. O problema dos MQ associado é o de determinar @ tal que

x = HO (6.106)

se ajuste 4s observagoes y em (6.104), com
H = [hy,hy,... . h)] (6.107a)
h, = [T" Y D), .. (NT)" 1] (6.107b)

6.13.2 Modelo de exponenciais complexas

Considere uma estrutura ressonante que suporte modos complexos da forma
By (t) = e?“nt (6.108)

onde w,, ¢é a frequéncia angular do modo de ordem n. Aos instantes de amostragem t = k71" estes
modos tomam a forma

Bpg = hy (ET) = 2F (6.109)

com z, = exp(jw,T). Um modelo para as observagoes y pode ser formado a partir da combinagao
linear de p modos, assim
y=X-+n (6.110)

onde x = HO com
H=[hy,...,h) (6.111a)

o8



h, =[22,... 2N 1T (6.111b)

e mais uma vez o estimador dos MQ de 6 é o que consegue um melhor ajuste (no sentido dos MQ)

entre x e y.

6.13.3 Representacao de Fourier discreta

Um modelo, amplamente usado em teoria do sinal, e algo semelhante ao de 6.13.2., é o da repre-
sentacao de Fourier discreta. Neste caso admitimos que um sinal temporal se escreve sob a forma

N-1
2(n) =Y Ol it (6.112)
m=0
onde os 0, sao os coeficientes de Fourier, f,, = mAf sdo as componentes de Fourier discretas

equiespagadas em [—N/2,N/2 — 1] com Af = fs/N e At = 1/fs é o intervalo de amostragem.
(6.112) pode ser posto sob a forma familiar

y=X+n
(6.113)
=HO+n
comy = [Z/anla e 7yN—1]T €
. 1
exp(o) expM) . exp(Ay1)
H= : : ) (6.114a)
exp(o[N = 1)) exp(M[N —1]) ... exp(y_1[N — 1]
6 =[00,01,...,0n8_1]" (6.114b)
e \; = j2w f;At. A solucao dos MQ deste problema é portanto (conhecendo os f;!)
6= H"H) 'H"y (6.115)
e dada a estructura particular de H neste caso onde as suas colunas sao mutualmente ortogonais
temos que
1
H"H) ' = —1I 6.116
(HYH) = (6.116)
e por substituigdo em (6.115) temos que
-1
6=—_H" 6.117
~vHY (6.117)
que tendo em conta a forma de H se escreve
1 Nl
On =+ ZO Ype 2T fmnAL e m=0,...,N—1 (6.118)

que nao é mais do que a expressao da TFD se substituirmos f,, = m/N. Acabdmos portanto
de provar que a TFD nao é mais do que a solucdo dos MQ entre um modelo constituido pela
soma de N sinusoides complexas a frequéncias equiespacadas e as IV observacoes do sinal temporal
y(n),n=0,...,N — 1.
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Sem consulta Duragao: 2 horas.

Mestrado em Engenharia de Sistemas e Computagao

Exame de Processamento Estatistico do Sinal

Problema 1: Seja y um vector aleatério real e de média nula com componentes y;;¢ =1,...,N e
x um uma variavel aleatéria escalar também de média nula. Suponha que a matriz de covariancia

de y, R, pode ser factorizada sob a forma R, = AAT tal que B=A"1.

a) considerando a transformacao linear u = By, demonstre que a matriz de covariancia de u é
R, = I. Qual a propriedade fundamental de u ?

b) introduzindo o vector ¢ = E[xy] e o vector r cujas componentes r; sao a correlagao entre x e u;,
calcule r.

¢) admitindo um estimador linear ndo enviesado 2 = hTu + a de z, demonstre que a = 0.

d) utilizando a mesma forma linear do estimador & e com o valor de a de ¢), demonstre que h que
’]

minimiza € = E[(z — 2)°] se escreve

h=r
e) para Z calculado em c) e d) determinar o erro quadratico médio e.
f) voltando ao vector y, calcule agora 2 em funcao de y, c e B e o erro de estimagao correspondente.

g) qual o interesse da factorizacao de R, neste caso 7

Problema 2:

Considere o sinal z(t) formado por uma soma de p sinusoides complexas

p

n=1

onde (3, é o coeficiente de amortecimento, A,, é a amplitude e w,, é a frequéncia radial da sinusoide

n.

a) amostrando z(t) aos instantes t = kT;k =0, ..., N — 1, demonstre que x(t) se pode escrever sob

a forma de um modelo linear x = Ha onde

at = [Al,AQ,...,Ap]



Determine a matriz H.
b) fazendo 3, =0 Vn e w,, = ?{;—;‘, demonstre que H é uma matriz ortogonal.

¢) na mesmas condigdes que em b), e assumindo uma observacao y com ruido aditivo, branco, de
média nula e de variancia o2, determine o estimador dos minimos quadrados a de a em funcao de
H, Ney.

d) calcule o viés b e erro quadrado médio de estimagio e? do estimador a.
e) calcule o ganho em relagao sinal/ruido usando a.

f) calcule x e n respectivamente sinal estimado e ruido de estimacao em funcao de y.
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Sem consulta Duragao: 2.30 horas.

Mestrado em Engenharia de Sistemas e Computagao

Exame de Processamento Estatistico do Sinal: época de recurso

Problema 1: Seja y, uma realizacdo de um processo aleatdrio vectorial, real de dimensao L tal
que

Yn =Z+ €,

onde € é um vector aleatério de média nula e matriz de covariancia igual o%I e o vector z é

deterministico.
a) calcular a matriz de correlagdo R, de y,.

O I . .
b) responder de novo & alinea a), desta vez com z = ) ;_, h;z; onde os x;;¢ = 1,...,1 sdo um

conjunto de variaveis aleatérias independentes e nao correladas com e.

c) no caso em que I < L qual a ordem da matriz R, se os vectores h;;i = 1,...,] formarem um

conjunto de vectores linearmente independentes ?

d) qual o espectro dos valores préprios de R, 7

Problema 2:

Considere o sinal modulado z(t) definido por

p/2 p/2
z(t) = Z a; cos iwt + Z by, sin kwt
i=1 k=1

onde o0s a; e by, sdo coeficientes reais. Depois de transmissao através de um canal ruidoso o sinal
observado escreve-se

y(t) = x(t) + n(t) t=0,1,...,N—1
onde n(t) representa o ruido de transmissao e N > p.

a) construa o modelo linear para este problema.

b) encontre o estimador dos MQ 6 do vector de parametros 8 = [a1,...,a,/2,b1,. .. ,bp/Q]T
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¢) encontre o estimador dos MQ % de x = [x¢,x1,...,2x_1]7

d) calcule o elemento (i,j) da matriz de Gram do modelo linear acima. Sob que condigao esta

matriz é diagonal ?

Supondo que n(t) é um processo gaussiano, branco, de média nula e variancia unidade determinar
e) a distribuicao de 67

f) a distribuicdo de x 7

g) a distribuicao de y —x ?

h) a distribuicdo de N~ (y — %)T(y — %) ?
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